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＊国家自然科学基金项目（１０９７１０３８）资助。

缺失数据情形条件分位数的经验似然置信区间＊
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摘要：在响应变量满足随机缺失机制下，采用经验 似 然 方 法 和Ｃ－Ｃ方 法，分 别 构 造 不 含 附 加 信 息 和 含 附 加 信

息时条件分位数的经验似然比统计量的渐近分布，以及条件分位数的经验似然置信区间，并证明一类检验问

题的渐近功效随着信息量的增加而非下降．
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　　设 （Ｘｉ，Ｙｉ），１≤ｉ≤ｎ，为 取 自 于 总 体（Ｘ，

Ｙ）（（Ｘ，Ｙ）∈Ｒｄ×Ｒ）的ｉｉｄ．样本，Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤
ｘ），Ｆｘ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ｜Ｘ＝ｘ），ｘ∈Ｒｄ，Ｙ∈Ｒ．若

０＜ｑ＜１，对给定Ｘ＝ｘ０ 情况下，Ｙ的条件ｑ分位

数θ０ 唯一确定，则记θ０＝Ｆ－１（ｑ｜ｘ０）．θ０ 的估计及

其渐近性质是 统 计 界 十 分 关 注 的 一 个 问 题［１～４］，文

献［５，６］在完全样本下用经验似然方法构造条件分

位数θ０ 的置信区间，目前尚未发现缺失数据情形条

件分位数θ０ 的经验置信区间的相关结论报道．经验

似然是一种重要的统计 推 断 方 法，由 文 献［７，８］首

先提出，并用来处理非参数统计问题．有些学者将经

验似然与其它一些统计学方法（如Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ法）作

比较，证明经验似然方法有很多突出的优点，如：用

经验似然方法构造置信区间．该方法除了有域保持

性、变换不变性及置信域的形状由数据自行决定等

诸多优点外，还有Ｂａｒｔｌｅｔｔ纠偏 性 及 无 需 构 造 枢 轴

统计量等优点．因此，经验似然方法已广泛应用到统

计模型中［９～１２］．

　　 缺失数据现象在实际领域中普遍存在，比如市

场调研、民意调查、生存分析、可靠性寿命试验、医药

研究等领域，因此，缺失数据情形的统计分析具有重

要的实际意义．学者们已提出很多处理缺失数据的

方法，如：将 缺 失 数 据 的 记 录 删 除（即 Ｃｏｍｐｌｅｔｅ－
Ｃａｓｅ，简称Ｃ－Ｃ方法）、加权法、借补法等［１３］．本文把

经验似然方法和处理缺失数据的Ｃ －Ｃ方法相结合

讨论条件分位数θ０ 的似然置信区间的构造．

１　 条件分位数经验似然比统计量的构造

　　 设 有 不 完 全ｉｉｄ．样 本｛Ｘｉ，Ｙｉ，δｉ｝ｎｉ＝１，其 中

｛Ｘｉ｝ｎｉ＝１ 可 完 全 观 测 到，｛Ｙｉ｝ｎｉ＝１ 有 缺 失，δｉ 为 指 示

Ｙｉ 缺失的变量，即

　　δｉ＝
１，若Ｙｉ 不缺失，

０，若Ｙｉ 缺失，｛
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且满足随机缺失（ＭＡＲ）机制，即

　　Ｐ｛δｉ＝１｜ｘｉ，ｙｉ｝＝Ｐ｛δｉ＝１｜ｘｉ｝＝ｐ（ｘｉ），１

≤ｉ≤ｎ． （１）
为了方便使用，引入记号

　　ｓｒ＝｛ｉ：δｉ＝１，ｉ＝１，…，ｎ｝．
１．１　 不含附加信息时的经验似然比统计量

　　 类似文献［１４］中的方法，考虑经验似然函数

　　Ｌ（１）
１ ＝∏

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ， （２）

其中ｐｉ 满足ｐｉ≥０，ｉ＝１，…，ｎ，∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝１．易知（２）

式的最大值为ｎ－ｎ．
　　取Ｂｏｒｅｌ可测函数Ｋ１（ｕ），Ｋ２（ｖ）（ｕ∈Ｒｄ，ｖ∈
Ｒ）和正数列ｈ＝ｈｎ →０，令

　　Ｇ（ｔ）＝∫
ｔ／ｈ

－∞
Ｋ２（ｖ）ｄｖ．

考虑关于θ０ 的经验似然函数Ｌ（２）
１ ＝∏

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ，其中ｐｉ

满足（３）式和（４）式：

　　ｐｉ ≥０，ｉ＝１，…，ｎ，∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝１， （３）

　　∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉδｉＫ１（

ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）（Ｇ（θ０－Ｙｉ）－ｑ）＝０．（４）

用Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法求出Ｌ（２）
１ 在约束条件（３）和（４）

下的最大值ｍａｘＬ（２）
１ ＝∏

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ，其中

　　ｐｉ＝
１
ｎ

１

１＋λ（θ０）δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）（Ｇ（θ０－Ｙｉ）－ｑ）
，

ｉ＝１，…，ｎ，
且λ（θ０）由（５）式唯一确定

　
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

［δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）（Ｇ（θ０－Ｙｉ）－ｑ）］／［１＋

λ（θ０）δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）（Ｇ（θ０－Ｙｉ）－ｑ）］． （５）

于是在不含附加信息时关于θ０ 的经验似然比统计量为

　　ｌ１（θ０）＝∏
ｎ

ｉ＝１

ｎ－ｎ

ｐｉ
＝∏

ｎ

ｉ＝１

［１＋

λ（θ０）δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）（Ｇ（θ０－Ｙｉ）－ｑ）］－１．

１．２　 含附加信息时的经验似然比统计量

　　 设附加信息：

　　Ｅ（ｇ（ｒ）（Ｙ）｜Ｘ＝ｘ０）＝０． （６）

其中ｇ（ｒ）（ｙ）＝（ｇ１（ｙ），…，ｇｒ（ｙ））τ（ｇｉ（ｙ）∈Ｒ，ｉ

＝１，…，ｒ）为ｒ（ｒ≥１）个已知函数．
　　 考虑经验似然函数

　 　Ｌ（１）
２ ＝∏

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ，

其中ｐｉ 满足约束条件（７）和（８）：

　　ｐｉ ≥０，ｉ＝１，…，ｎ，∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝１， （７）

　　∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉδｉＫ１（

ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）ｇ（ｒ）（Ｙｉ）＝０． （８）

用Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法求出Ｌ（１）
２ 在约束条件（７）和（８）

下的最大值ｍａｘＬ（１）
２ ＝∏

ｎ

ｉ＝１
ｐ^ｉ，其中

　　^ｐｉ＝
１
ｎ

１

１＋ητ１δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）ｇ（ｒ）（Ｙｉ）
，

ｉ＝１，…，ｎ，
且η１ 由下式唯一确定

　　
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）ｇ（ｒ）（Ｙｉ）

１＋ητ１δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）ｇ（ｒ）（Ｙｉ）
．

再考虑经验似然函数

　　Ｌ（２）
２ ＝∏

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ，

其中ｐｉ 满 足 约 束 条 件（７）、（８）和（５）式．又 用

Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子 法 求 出Ｌ（２）
２ 在 约 束 条 件（７）、（８）和

（５）式下的最大值ｍａｘ　Ｌ（２）
２ ＝∏

ｎ

ｉ＝１
ｐ槇ｉ，其中

　　ｐ槇ｉ ＝
１
ｎ

１

１＋ητ２（θ０）δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）（ｇτ（ｒ）（Ｙｉ），Ｇ（θ０－Ｙｉ）－ｑ）τ
，

ｉ＝１，…，ｎ，

且η２（θ０）由下式唯一确定

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）（ｇτ（ｒ）（Ｙｉ），Ｇ（θ０－Ｙｉ）－ｑ）τ

１＋ητ２（θ０）δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）（ｇτ（ｒ）（Ｙｉ），Ｇ（θ０－Ｙｉ）－ｑ）τ
．

因此，在 含 附 加 信 息（６）时，θ０ 的 经 验 似 然 比 统

计量为

　　ｌ２（θ０）＝∏
ｎ

ｉ＝１

ｐ槇ｉ
ｐ^ｉ
＝

∏
ｎ

ｉ＝１

１＋ητ１δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）ｇ（ｒ）（Ｙｉ）

１＋ητ２（θ０）δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）（ｇτ（ｒ）（Ｙｉ），Ｇ（θ０－Ｙｉ）－ｑ）τ
．

２　 条件分位数经验似然置信区间的构造

　　 令
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　　ｆ（ｘ）＝Ｆ′（ｘ），ｆ（ｙ｜ｘ）＝Ｆ（ｙ｜ｘ）／ｙ，

　　Ｍ（ｘ）＝Ｅ（ｇ（ｒ）（Ｙ）｜Ｘ＝ｘ），Ｖ（ｘ）＝
Ｅ｛ｇ（ｒ）（Ｙ）ｇτ（ｒ）（Ｙ）｜Ｘ＝ｘ｝．
给出正则条件：

　　（ｉ）Ｆ１（ｘ，ｙ）Ｆ（ｙ｜ｘ）的所有ｒ０（ｒ０≥２）阶

混合偏导数在（ｘ０，θ０）的 某 领 域 内 存 在，且 在（ｘ０，

θ０）连续．
　　（ｉｉ）Ｍ（·），ｆ（·）及ｐ（·）的所有ｒ０（ｒ０ ≥２）阶

混合偏导数 在 点ｘ０ 的 某 邻 域 内 存 在 且 连 续，Ｖ（·）
在点ｘ０ 的某邻域内连续，ｐ（ｘ０）＞０，ｆ（ｘ０）＞０，

ｆ（θ０｜ｘ０）＞０且Ｖ（ｘ０）＞０．
　　（ｉｉｉ）Ｋｉ（·）（ｉ ＝ １，２）有 界 且 有 紧 支 撑，

∫Ｒｄ
Ｋ１（ｕ）ｄｕ＝ １，Ｋ″２（·）存 在 且 有 界，∫Ｒｄ

ｕｍ１１ …

ｕｍｄｄ Ｋ（ｕ１，…，ｕｄ）ｄｕ１…ｄｕｄ＝０（ｍ１，…，ｍｄ 为非负整数

且１≤ｍ１＋…＋ｍｄ ≤ｒ２－１），∫Ｒ
ｖｒ２Ｋ２（ｖ）ｄｖ≠０且

　　∫Ｒ
ｖｍＫ２（ｖ）ｄｖ＝

１，ｍ＝０，

０，１≤ｍ ≤ｒ２－１．｛
　　（ｉｖ）ｈ→０，ｎｈｄ＋２ｒ０ →０，ｎｈｄ＋２ → ∞．
　　（ｖ）存在ｓ≥３，使得Ｅ‖ｇ（Ｙ）‖ｓ＜∞（‖·‖
表示欧氏范数）．
　　（ｖｉ）ｈ→０，ｎｈｄ＋２ｒ０ →０且ｎｓ－２　ｈｓｄ → ∞．

　　（ｖｉｉ）
Ｖ（ｘ０） ｑｇ（ｒ）（θ０）

ｑｇτ（ｒ）（θ０） ｑ（１－ｑ）
烄

烆

烌

烎
正定．

　　 定理１　 设条件（ｉ）、（ｖｉ）满足，则对任意常数

δ，ｃ０（ｃ０ ＞０），有

　　ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐ｛－２ｌｏｇ　ｌ１（θ０）＜ｃ０｝＝Ｐ｛χ

２
１＜ｃ０｝， （９）

　　ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐ｛－２ｌｏｇ　ｌ１（θｎ）＜ｃ０｝＝Ｐ｛χ

２
１（δ２）＜ｃ０｝，

（１０）
其中

　　θｎ ＝θ０＋（ｎｈｄ）－１／２·

（ｑ（１－ｑ）ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）∫Ｒｄ
Ｋ２
１（ｕ）ｄｕ）１／２

ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）ｆ（θ０｜ｘ０）
δ． （１１）

χ
２
１（δ２）表示自由度为１，非中心参数为δ２ 的非中心

χ
２?分布．
　　 定理２　设条件（ｉ）～（ｉｉｉ）及（ｖ）～（ｖｉｉ）满足，
则对任意常数δ和ｃ０（ｃ０ ＞０），有

　　ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐ｛－２ｌｏｇｌ２（θ０）＜ｃ０｝＝Ｐ｛χ

２
１＜ｃ０｝， （１２）

　　ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐ｛－２ｌｏｇ　ｌ２（θｎ）＜ｃ０｝＝Ｐ｛χ

２
１（ρ

２）＜ｃ０｝，

其中θｎ 与（１１）式相同，且

　　ρ
２＝

ｑ（１－ｑ）
ｑ（１－ｑ）－ｑ２　ｇτ（ｒ）（θ０）Ｖ－１（ｘ０）ｇ（ｒ）（θ０）

δ２．

　　 若取定α，０＜α＜１，又设ｃα 满足Ｐ｛χ１
２＞ｃα｝

＝α，那么在 不 含 附 加 信 息 和 含 附 加 信 息 两 种 情 况

下，由定理１和定理２可确定，θ０ 的渐近置信系数为

１－α的渐近置信域分别为｛θ｜－２ｌｏｇｌ１（θ）≤ｃα｝和

｛θ｜－２ｌｏｇｌ２（θ）≤ｃα｝．
　　 根据 文 献［１５］２３７页 中 的 说 明，再 类 似 文 献

［１６］和文献［１７］来考虑检验问题：Ｈ０：θ＝θ０，Ｈ１：θ
＝θｎ．由定理１和定理２确定的检验规则的检验水平

为α 的 渐 近 否 定 域，分 别 为｛（Ｘｉ，Ｙｉ），ｉ∈ｓｒ｜－
２ｌｏｇｌ１（θ０）＞ｃα｝和｛（Ｘｉ，Ｙｉ），ｉ∈ｓｒ｜－２ｌｏｇｌ２（θ０）＞
ｃα｝．这两种检验规则在θ＝θｎ 时的渐近功效分别为

　　ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐθｎ｛－２ｌｏｇｌ１（θ０）＞ｃα｝＝

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐθｎ｛－２ｌｏｇｌ１（θｎ－Δｎδ）＞ｃα｝＝Ｐ｛χ

２
１（δ２）＞ｃα｝，

　　ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐθｎ｛－２ｌｏｇｌ２（θ０）＞ｃα｝＝

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐθｎ｛－２ｌｏｇｌ２（θｎ－Δｎδ）＞ｃα｝＝Ｐ｛χ

２
１（ρ

２）＞ｃα｝，

其中

　　Δｎ ＝（ｎｈｄ）－１／２·

（ｑ（１－ｑ）ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）∫Ｒｄ
Ｋ２
１（ｕ）ｄｕ）１／２

ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）ｆ（θ０｜ｘ０）
．

由ρ
２≤δ２ 及非卡方分布的性质知，Ｐ｛χ１

２（ρ
２）＞ｃα｝

≥Ｐ｛χ１
２（δ２）＞ｃα｝，故若ｇ（ｒ）（θ０）≠０，则Ｐ｛χ１

２（ρ
２）

＞ｃα｝＞Ｐ｛χ１
２（δ２）＞ｃα｝．此时，在同一检验水平下，

由定理２确定的检验规则的渐近功效高于定理１确定

的检验规则的渐近功效．由ｇ（ｒ）（θ０）和Ｖ－１（ｘ０）的结

构知，对上述检验问题，由定理２所确定的检验规则

的渐近功效随信息量的增加而非降．另外，由本文的

结论还可以推出文献［６］的主要结果．

３　 数值模拟

　　 取不同的响应概率，在有限样本下模拟第２节中

给出的基于（９）式和（１２）式得到的经验似然置信区间．
为此，设（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（０，０，１，１，０．５），取核函数为Ｋ（ｕ）

＝１５／１６（１－ｕ２）２Ｉ（｜ｕ｜≤１），窗宽ｈ＝ｎ－１／４，ｄ＝１，

ｘ０＝０．５，ｑ＝０．６，且都满足定理的条件．假设附加信

息为Ｅ（Ｙ｜Ｘ＝０．５）＝０．０２５，即ｇ（ｙ）＝ｙ－０．０２５．
　　 在 ＭＡＲ和 ＭＣＡＲ缺失机制下考虑两种缺失

情形：

　　 情形１　（ＭＡＲ）：ｐ１（ｘ）＝Ｐ（δ＝１｜Ｘ＝ｘ）＝
０．８＋０．２（｜ｘ－１｜），当｜ｘ－１｜≤１时；其它情况

下，ｐ１（ｘ）＝０．９．
　　情形２　（ＭＣＡＲ）：对于所有ｘ，ｐ２（ｘ）＝Ｐ（δ＝
１｜Ｘ＝ｘ）＝０．６．
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　　 对上述两种情形，产生１０００个不完全样本

｛Ｘｉ，Ｙｉ，δｉ，ｉ＝１，…，ｎ｝，其中ｎ＝６０，１２０和２００．取

１－α＝０．９５，在不完全样本下分别计算出θ０ 的经验

似然置信 区 间 的 覆 盖 概 率（ＣＰ）和 平 均 区 间 长 度

（ＡＬ）（表１）．
表１　θ０ 在各种缺失 机 制 和 样 本 容 量 下 的 经 验 似 然 置 信 区

间的覆盖概率（ＣＰ）和平均区间长度（ＡＬ）

ｐ（ｘ） ｎ
ＣＰ　 ＡＬ

θ（Ⅰ）０ θ（Ⅱ）０ θ（Ⅰ）０ θ（Ⅱ）０

ｐ１（ｘ） ６０　 ０．８４３　 ０．９１２　 ０．８３２２　 ０．６２０１
１２０　 ０．８５１　 ０．９３４　 ０．６３１５　 ０．５３８２
２００　 ０．８８９　 ０．９４２　 ０．５２３２　 ０．３８７９

ｐ２（ｘ） ６０　 ０．８３２　 ０．８９５　 １．０１６５　 ０．７８１５
１２０　 ０．８４６　 ０．９０３　 ０．９０２３　 ０．６１０１
２００　 ０．８７５　 ０．９１７　 ０．８７３１　 ０．５０２３

　　表１结果表明，经验似然置信区间的覆盖概率

（ＣＰ）随着样本容量ｎ的增加而逐步接近名义覆盖

水平０．９５，且平均区间长度随着样本容量的增加逐

渐变小．

４　 定理的证明

　　 引理１　 设条件（ｉ）～ （ｖ）满足，则当θ＝θ０＋
Ｏｐ（（ｎｈｄ）－１／２）时，

　　λ（θ）＝Ｏｐ（（ｎｈｄ）－１／２＋ｈｒ０）， （１３）

　　λ（θ）＝

［（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω２１ｉ（θ）］－１（ｎｈｄ）－１∑

ｎ

ｉ＝１
ω１ｉ（θ）＋

Ｏｐ（（（ｎｈｄ）－１／２＋ｈｒ０）２）， （１４）
其中

　　ω１ｉ（θ）＝δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）（Ｇ（θ－Ｙｉ）－ｑ），ｉ＝

１，…，ｎ． （１５）

　　 证明 　 由（５）式知

　　∑
ｎ

ｉ＝１
ω１ｉ（θ）－λ（θ）∑

ｎ

ｉ＝１

ω２１ｉ（θ）
１＋λ（θ）ω１ｉ（θ）

＝０， （１６）

且易证

　　（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω１ｉ（θ）＝（ｎｈｄ）－１∑

ｎ

ｉ＝１
ω１ｉ（θ０）＋

Ｏｐ（（ｎｈｄ）－１／２）， （１７）
故

　　（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω１ｉ（θ０）＋Ｏｐ（（ｎｈｄ）－１／２）＝

λ（θ）（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１

｛δｉＫ１
２（ｘ０－Ｘｉ

ｈ
）［（Ｇ（θ０－Ｙｉ）－

ｑ）２＋ｏｐ（１）］｝÷［１＋λ（θ）ω１ｉ（θ）］． （１８）

由（１）式，条件（ｉ）～ （ｖｉ）和Ｔａｙｌｏｒ展式知

　　（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅω１ｉ（θ０）＝∫Ｒｄ

Ｋ１（ｕ）（∫（Ｆ１（ｘ０－
ｈｕ，θ０－ｈｖ）－Ｆ１（ｘ０，θ０））Ｋ２（ｖ）ｄｖ）ｐ（ｘ０－
ｈｕ）ｆ（ｘ０－ｈｕ）ｄｕ＝Ｏ（ｈｒ０）． （１９）
又由（１５）式和（１９）式知

　　（ｎｈｄ）－２∑
ｎ

ｉ＝１
Ｖａｒω１ｉ（θ０）＝（ｎｈｄ）－１（ｑ（１－

ｑ）ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）∫Ｒｄ
Ｋ１

２（ｕ）ｄｕ＋ｏ（１），

再由中心极限定理得

　　 ｎｈ槡 ｄ∑
ｎ

ｉ＝１

［ω１ｉ（θ０）－Ｅω１ｉ（θ０）］ →
ｄ
Ｎ（０，ｑ（１

－ｑ）ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）∫Ｒｄ
Ｋ２
１（ｕ）ｄｕ）． （２０）

类似可证

　　（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω２１ｉ（θ０）＝ｑ（１－

ｑ）ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）∫Ｒｄ
Ｋ１

２（ｕ）ｄｕ＋ｏｐ（１）． （２１）

令Ｚｎ１＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜ω１ｉ（θ）｜，则由（１７）～ （２０）式知

　　
｜λ（θ）｜

１＋｜λ（θ）｜Ｚｎ１
（ｑ（１－

ｑ）ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）∫Ｒｄ
Ｋ１

２（ｕ）ｄｕ＋ｏｐ（１））＝

Ｏｐ（（ｎｈｄ）－１／２＋ｈｒ０），
由此知（１３）式 成 立．最 后 由（５）式，（１３）式 和（１６）
式知

　　∑
ｎ

ｉ＝１
ω１ｉ（θ）＝λ（θ）∑

ｎ

ｉ＝１
ω２１ｉ（θ）＋

Ｏｐ（ｎｈｄ（（ｎｈｄ）－１／２＋ｈｒ０）２），
即（１４）式成立，引理１证毕．
　　 引理２　 设条件（ｉ）～ （ｖｉ）满足，则

　　（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω２ｉωτ２ｉ＝Σ（１）＋ｏｐ（１）， （２２）

　　η１＝Σ－１
（１）（ｎｈｄ）－１∑

ｎ

ｉ＝１
ω２ｉ＋ｏｐ（（ｎｈｄ）－１／２），（２３）

　　 ｎｈ槡 ｄ（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω２ｉ →

ｄ
Ｎ（０，Σ（１））． （２４）

其中

　　ω２ｉ（θ）＝δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）ｇτ（ｒ）（Ｙｉ），Σ（１）＝

ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）Ｖ（ｘ０）∫Ｒｄ
Ｋ２
１（ｕ）ｄｕ．

　　 证明 　 由于（２２）式的证明类似（２１）式．在此

只证（２３）式和（２４）式．记ω＝（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω２ｉ．先证
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（２４）式．因为

　　Ｅ（ω）＝ｈ－ｄ∫Ｒｄ
Ｋ（
ｘ０－ｕ
ｈ

）ｐ（ｕ）Ｍ（ｕ）ｆ（ｕ）ｄｕ

＝∫Ｒｄ
Ｋ（ｕ）ｐ（ｘ０－ｕ）Ｍ（ｘ０－ｕ）ｆ（ｘ０－ｕ）ｄｕ，

由Ｍ（ｘ０）＝０，Ｔａｙｌｏｒ展式和条件（ｉｉｉ）知

　　Ｅ（ω）＝Ｏ（ｈｒ０）． （２５）

又对任意ｌ∈Ｒｒ，ｌ≠０，记

　　ｓ２ｎ ＝Ｖａｒ（ｌτω），Γｎ ＝ｓ－３ｎ （ｎｈｄ）－３∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜ｌτω２ｉ－

Ｅ（ｌτω２ｉ）｜３．
结合条件（ｖｉ）知

　　ｓ２ｎ ＝Ｅ（ｌτω）２ － （Ｅ（ｌτω））２ ＝ （ｎｈｄ）－１（ｌτ ·

ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）Ｖ（ｘ０）∫Ｒｄ
Ｋ２（ｕ）ｄｕ·ｌ＋ｏ（１））＋

Ｏ（ｈ２ｒ０）＝（ｎｈｄ）－１（ｌτ·

ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）Ｖ（ｘ０）∫Ｒｄ
Ｋ２（ｕ）ｄｕ·

ｌ＋ｏ（１））． （２６）
又由条件（ｖｉ）知

　　Γｎ ≤Ｃｓ－３ｎ （ｎｈｄ）－２ →０． （２７）
最后由中心极限定理知

　　ｌτ（ω－Ｅω）／ｓｎ →
ｄ
Ｎ（０，１）． （２８）

于是由Ｃｒａｍｍｅｒ－Ｗｏｌｄ定理和条件（ｖｉ）知，（２４）式

成立．
　　 再证（２３）式．令η１＝λθ，其中λ≥０，θ∈Ｒｒ，

‖θ‖＝１，并令Ｚｎ２＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜θτω２ｉ｜．由（６）式知

　　０＝‖
１
ｎｈｄ∑

ｎ

ｉ＝１

ω２ｉ
１＋λθτω２ｉ

‖ ≥
１
ｎｈｄ｜θ

τ（∑
ｎ

ｉ＝１
ω２ｉ

－λ∑
ｎ

ｉ＝１

ω２ｉθτω２ｉ
１＋λθτω２ｉ

）｜≥
λ
ｎｈｄθ

τ∑
ｎ

ｉ＝１

ω２ｉθτω２ｉ
１＋λθτω２ｉ

θ－

１
ｎｈｄ｜θ

τ∑
ｎ

ｉ＝１
ω２ｉ｜≥

λθτＱｎθ
１＋λＺｎ２

－
１
ｎｈｄ｜θ

τ∑
ｎ

ｉ＝１
ω２ｉ｜，

其中

　　Ｑｎ＝
１
ｎｈｄ∑

ｎ

ｉ＝１
ω２ｉωτ２ｉ．

用ｔ记ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）Ｖ（ｘ０）∫Ｒｄ
Ｋ２
１（ｕ）ｄｕ的最小特征

根，则 由 大 数 定 理 知θτＱｎθ ≥ｔ＋ｏｐ（１）．结 合

（４）式知

　　
λ

１＋λＺｎ２
＝Ｏｐ（（ｎｈｄ）－１／２）． （２９）

又 因为Ｚｎ２＝ｏ（ｎ１／ｓ），ａ．ｓ．，故由ｎｓ－２　ｈｓｄ→∞知，λ＝
Ｏｐ（（ｎｈｄ）－１／２），从而

　　η１＝Ｏｐ（（ｎｈｄ）－１／２）． （３０）

再令γｉ＝ητ１ω２ｉ，则

　　ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜γｉ｜＝Ｏｐ（（ｎｈｄ）－１／２）ｏｐ（ｎ１／ｓ）＝ｏｐ（１）．

由（６）式知

　　０＝
１
ｎｈｄ∑

ｎ

ｉ＝１
ω２ｉ（１－γｉ＋

γｉ
１＋γｉ

）＝ω－Ｑｎη１＋

１
ｎｈｄ∑

ｎ

ｉ＝１

ω２ｉγ２ｉ
１＋γｉ

，

而又由于

　　｜
１
ｎｈｄ∑

ｎ

ｉ＝１

ω２ｉｒ２ｉ
１＋ｒｉ

｜＝

１
ｎｈｄ∑

ｎ

ｉ＝１
‖ω２ｉ‖３‖η１‖

２‖１＋ｒｉ‖－１＝

ｏｐ（（ｎｈｄ）－１／２），
故

　　η１＝Ｑｎ－
１ω＋ｏｐ（（ｎｈｄ）－１／２）．

再由大数定理知（２３）式成立，引理２证毕．
　　引理３　设条件（ｉ）～（ｉｖ）及（ｖ）～（ｖｉｉ）满足，
则

　　（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω３ｉ（θ）ωτ３ｉ（θ）＝Σ（２）＋ｏｐ（１），（３１）

　　η２（θ）＝Σ－１
（２）（ｎｈｄ）－１∑

ｎ

ｉ＝１
ω３ｉ（θ）＋

ｏｐ（（ｎｈｄ）－１／２）， （３２）

　　 ｎｈ槡 ｄ（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω３ｉ（θ） →

ｄ
Ｎ（μ，Σ（２））． （３３）

其中

　　μ＝（０τ，ｃ１ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）ｆ（θ０｜ｘ０））τ，

　　ｃ１＝
（ｑ（１－ｑ）ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）∫Ｒｄ

Ｋ２
１（ｕ）ｄｕ）１／２

ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）ｆ（θ０｜ｘ０）
δ，

　　ω３ｉ（θ）＝δｉＫ１（
ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）（ｇτ（ｒ）（Ｙｉ），Ｇ（θ０－Ｙｉ）

－ｑ）τ，

　　Σ（２）＝
Ｖ（ｘ０） ｑｇ（ｒ）（θ０）

ｑｇτ（ｒ）（θ０） ｑ（１－ｑ）
烄

烆

烌

烎
ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）∫Ｒｄ

Ｋ１
２（ｕ）ｄｕ．

　　 证明 　 由条件（ｖｉｉ）知Σ（２）正定．由（２１）式和

（２２）式类似可知（３１）式成立．由（１４）式和（２３）式

可知（３２）式成立．由（２０）式和（２４）式类似可知（３３）
式成立．
　　 引理４　设Ａｐ×ｐ对称，Ｘ ～Ｎ（μ０，Σｐ×ｐ），Σ＞
０，ΣＡ 为 幂 等 阵，且 Ｒａｎｋ（Ａ）＝ｋ，则 ＸτＡＸ ～

χ
２
ｋ（μτ０Ａμ０）．
　　 引理４证明参考文献［１８］的Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ２．１１．２．
　　定理１的证明　因为（９）式为（１０）式的特殊情
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况，故只需证明（１０）式．设ｃ１ 与引理３中的相同，当

θ＝θ０＋（ｎｈｄ）－１／２ｃ１ 时，由Ｔａｙｌｏｒ展式知

　　（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω１ｉ（θ）＝（ｎｈｄ）－１∑

ｎ

ｉ＝１
ω１ｉ（θ０）＋

ｃ１（ｎｈｄ）－１／２（ｎｈｄ＋１）－１∑
ｎ

ｉ＝１
δｉＫ１（

ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）Ｋ２

（θ０－Ｙｉ
ｈ

）＋Ｏｐ（（ｎｈｄ＋１）－１）． （３４）

易证

　　（ｎｈｄ＋１）－１∑
ｎ

ｉ＝１
δｉＫ１（

ｘ０－Ｘｉ
ｈ

）Ｋ２（
θ０－Ｙｉ
ｈ

）＝

ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）ｆ（θ０｜ｘ０）＋ｏｐ（１）． （３５）
由（１９）式，（２０）式，（３４）式，（３５）式和定理１的条件

知

　　 ｎｈ槡 ｄ（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω１ｉ（θ） →

ｄ

Ｎ（ｃ１ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）ｆ（θ０｜ｘ０），ｑ（１－

ｑ）ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）∫Ｒｄ
Ｋ２
１（ｕ）ｄｕ）． （３６）

再由Ｔａｙｌｏｒ展式知

　　－２ｌｏｇｌ１（θ）＝２λ（θ）∑
ｎ

ｉ＝１
ω１ｉ（θ）－

λ２（θ）∑
ｎ

ｉ＝１
ω１ｉ２（θ）＋Ｏｐ（ｎｈｄ（（ｎｈｄ）－１／２ ＋ｈｒ０）３）＝

λ（θ）∑
ｎ

ｉ＝１
ω１ｉ（θ）＋ Ｏｐ（ｎｈｄ（（ｎｈｄ）－１／２ ＋ｈｒ０）３）＝

［（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω２１ｉ（θ）］－１ ×ｎｈｄ［（ｎｈｄ）－１∑

ｎ

ｉ＝１
ω１ｉ（θ）］２

＋Ｏｐ（ｎｈｄ（（ｎｈｄ）－１／２＋ｈｒ０）３）． （３７）
最后由（２１）式，（３６）式和（３７）式知，（１０）式成立，
定理１证毕．
　　定理２的证明　由引理２和引理３并类似（３７）
式的证明知

　　 － ２ｌｏｇｌ２（θ）＝ｎｈｄ［（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω３ｉ（θ）］τ ×

［（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω３ｉ（θ）ωτ３ｉ（θ）］－１×

［（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω３ｉ（θ）］－

ｎｈｄ［（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω２ｉ］τ［（ｎｈｄ）－１∑

ｎ

ｉ＝１
ω２ｉω２ｉτ］－１×

［（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω２ｉ］＋ｏｐ（１）＝

ｎｈｄ［（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω３ｉ（θ）］τΣ－１

（２）［（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω３ｉ（θ）］－

ｎｈｄ［（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω２ｉ］τΣ－１（１）［（ｎｈｄ）－１∑

ｎ

ｉ＝１
ω２ｉ］＋ｏｐ（１）＝

ｎｈｄ［（ｎｈｄ）－１∑
ｎ

ｉ＝１
ω３ｉ（θ）］τ ×Ｂ［（ｎｈｄ）－１∑

ｎ

ｉ＝１
ω３ｉ（θ）］

＋ｏｐ（１）， （３８）
其中

　　Ｂ＝（Σ－１
（２）－

Σ－１
（１） ０
０ ０

烄

烆

烌

烎
．

注意到ＢΣ（２）为幂等阵且秩为１，又

　　μτＢμ＝ｃ
２
１ｐ２（ｘ０）ｆ２（ｘ０）ｆ２（θ０｜

ｘ０）ｃ－１２ （ｐ（ｘ０）ｆ（ｘ０）∫
ｄ

Ｒ
Ｋ２
１（ｕ）ｄｕ）－１，

其中

　　ｃ２＝ｑ（１－ｑ）－ｑ２　ｇτ（ｒ）（θ０）Ｖ－１（ｘ０）ｇ（ｒ）（θ０），
故

　　μτＢμ＝
ｑ（１－ｑ）

ｑ（１－ｑ）－ｑ２　ｇτ（ｒ）（θ０）Ｖ－１（ｘ０）ｇ（ｒ）（θ０）
δ２．

结合（３８）式，引理３和引理４知定理２成立．
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ａｉ 的确定可以由专家意见得到，０＜ａｉ ＜１，

∑
４

ｉ＝１
ａｉ ≤１．

　　在实践中，由于自身因素和非自身因素的不同，
则ａｉ 的赋值也不相同．例如对ａｉ 确定时，如果是采

用直接借鉴他人的科研成果的方式，则ａｉ 的值相对

可能低一点，如果采用自主创新的方式，则ａｉ 的值

相对可以高一点．分析还可以看出，由公式（２）确定

的大学生数学应用能力培养指数的值域为［０，１００］，
由公式（３）确定的大学生数学应用能力培养指数的

值域也为［０，１００］．指数越大，说明数学应用能力培

养越好．

３　模型应用效果

　　将本文建立的模型在我校进行实践．首先给老

师、学生各发放１００份问卷调查，然后对问卷结果统

计分析得出各要素的指 标 值ｚｉｊ ，取ｒｉｊ ＝
１
４
，由 公

式（１）计算得Ｎｉ ，取ｒｉ＝
１
４
，再把ｒｉ 和Ｎｉ 代入公式

（２），得出大学生数学应用能力培养的评价指数Ｎ ，
最后将评价指数Ｎ 与我校实际情况进行比较．评价

结果符合我校实际情况．
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