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摘要：证明向量值Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ算 子 的 多 线 性 交 换 子｜ｇ珗ｂψ｜ｒ的 端 点 有 界 性，即｜ｇ珗ｂψ｜ｒ 是 从Ｌ∞（ｗ）到

ＢＭＯ（ｗ）有界的，｜ｇ珗ｂψ｜ｒ 是从Ｂｐ（ｗ）到ＣＭＯ（ｗ）有界的．
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅ　ｗｅｉｇｈｔｅｄ　ｅｎｄｐｏｉｎｔ　ｅｓｔｉｍａｔｅｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｖｅｃｔｏｒ－ｖａｌｕｅｄ　ｍｕｌｔｉｌｉｎｅａｒ　Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ
ｃｏｍｍｕｔａｔｏｒｓ｜ｇ珗ｂψ｜ｒａｒｅ　ｓｔｕｄｉｅｄ．｜ｇ

珗ｂ
ψ｜ｒｉｓ　ｂｏｕｎｄｅｄ　ｆｒｏｍＬ∞（ｗ）ｔｏ　ＢＭＯ（ｗ）ａｎｄ｜ｇ珗ｂψ｜ｒｉｓ

ｂｏｕｎｄｅｄ　ｆｒｏｍＢｐ（ｗ）ｔｏ　ＣＭＯ（ｗ）．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ　ｏｐｅｒａｔｏｒ，ｍｕｌｔｉｌｉｎｅａｒ　ｃｏｍｍｕｔａｔｏｒ，ＢＭＯ，ＣＭＯ

　　Ｃａｌｄｅｒｏｎ和 Ｚｙｇｍｕｎｄ在 上 世 纪５０年 代 创 立

了奇异积分理论，并且在对奇异积分算子的研究中

获得了重要的结论。而Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ函数的出

现是基 于 向 量 积 分 算 子 的 有 界 性 估 计，即 Ｌｉｔｔｌｅ－
ｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ关 于 所 谓 平 方 积 分 函 数 的 理 论。这 种

形式的函数首先出现在Ｋａｃｚｍａｒｚ和Ｚｙｇｍｕｎｄ关于

正交展开（一维）的几乎处处可求和的研究中。本世

纪３０年 代，经 过 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ等 人 的 不 断 研

究，Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ类 函 数 现 已 成 为 以 他 们 的 名

字命名的系统理论。而在平方积分函数中的经典例

子就是所谓的ｇ?函数，他由Ｒｎ 上函数的Ｐｏｉｓｓｏｎ积

分的梯度构成，是一个非线性算子。其目的是企图

通过其Ｐｏｉｓｓｏｎ核的性质来获得该函Ｌｐ 模的某 些

特征，从而为研究算子在Ｌｐ 上的有界性、几乎处处

存在性以及Ｌｐ 乘子的充分条件提供了方便。受奇

异积分交换子的启发，１９９３年，Ａｌｖｅｒｅｚ，Ｂａｂｇｙ等［１］

定义了Ｌｉｔｌｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ交换子ｇψｂ，并且证明Ｌｉｔ－

ｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ交 换 子 是Ｌｑ 有 界 的，弱（１，１）有 界

的，其中１＜ｑ＜ ∞，ｂ∈ＢＭＯ（Ｒｎ）。同时对Ｌｉｔｔｌｅ－
ｗｏｏｄ－Ｐａｌｅｙ交换子ｇｂψ 还进行了准确估计及端点估

计。本文将主要讨论向量值多线性Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ－Ｐａ－
ｌｅｙ交换子｜ｇψ珗ｂ｜ｒ 的一些端点有界性。

１　定义及引理

　　首先介绍一些记号（见文献［２～８］）．
　　定义１　对 于 非 负 权 函 数ｗ，我 们 称 加 权 中 心

ＢＭＯ 空间为ＣＭＯ（ｗ）：

　　ＣＭＯ（ｗ）＝｛ｆ∈Ｌｌｏｃ（Ｒｎ）：‖ｆ‖ＣＭＯ（ｗ）＜∞｝，

其中

　　‖ｆ‖ＣＭＯ（ｗ）＝ｓｕｐ
ｒ＞１
（ｗ（Ｑ（０，ｒ）））－１∫Ｑ

｜ｆ（ｘ）－

ｆＱ｜ｗ（ｘ）ｄｘ．

　　定义２　设１＜ｐ＜∞，ｗ是Ｒｎ 上的非负权函

数，定义
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　　Ｂｐ（ｗ）＝ ｛ｆ∈Ｌｌｏｃ（Ｒｎ）：‖ｆ‖Ｂｐ（ｗ）＝
ｓｕｐ
ｒ＞１
［ｗ（Ｑ（０，ｒ））］－１／ｐ‖ｆχＱ（０，ｒ）‖Ｌｐ（ｗ）＜ ∞｝．

　　引理１［９］　对任何的ｆｉ（ｘ）∈Ｌｐ（Ｒｎ），１≤ｉ≤

２，１ｒ＋
１
ｓ ＝１

，ｒ＞１，ｓ＞１，有 Ｈｌｄｅｒ不等式：

　　 １
｜Ｑ｜∫Ｑ

｜ｆ１（ｘ）ｆ２（ｘ）｜ｄｘ≤

（１
｜Ｑ｜∫Ｑ

｜ｆ１（ｘ）｜ｒｄｘ）１／ｒ（１｜Ｑ｜∫Ｑ
｜ｆ１（ｘ）｜ｓｄｘ）１／ｓ．

　　 引理２［１０］　 令１＜ｒ＜ ∞，１＜ｐ＜ ∞，ｗ ∈
Ａｐ，那么｜ｇψ｜ｒ在Ｌｐ（ｗ）有界．
　　 引理３［９］　 令ｗ∈Ａｐ，ｐ＞１，χＱ 是方体Ｑ 的

特征函数，那么ｗχＱ 也属于Ａｐ．

２　 主要结果

　　 下面我们将主要研究｜ｇ珗ｂψ｜ｒ 的端点有界性，即

｜ｇ珗ｂψ｜ｒ 是从Ｌ∞（ｗ）到ＢＭＯ（ｗ）有界的，从Ｂｐ（ｗ）
到ＣＭＯ（ｗ）有界的．我们有如下的结论：

　　 定理１　 设１＜ｒ＜ ∞，ｗ∈Ａ１，珗ｂ＝ （ｂ１，…，

ｂｍ），其中ｂｊ∈ＢＭＯ（Ｒｎ），１≤ｊ≤ｍ，则｜ｇψ
珗ｂ｜ｒ 是

从Ｌ∞（ｗ）到ＢＭＯ（ｗ）有界的．
　　 证明　只需证明对于任意的方体Ｑ，存在常数

ＣＱ使得

　　 １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

‖ｇψ
珗ｂ（ｆ）（ｘ）｜ｒ－ＣＱ｜ｗ（ｘ）ｄｘ≤

Ｃ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）．
对于方体Ｑ＝Ｑ（ｘ０，ｒ），我们将ｆ分解成ｆ＝ｇ＋ｈ
＝｛ｇｉ｝＋｛ｈｉ｝，其中ｇｉ＝ｆｉχＱ，ｈｉ＝ｆｉχ（Ｑ）ｃ．设（ｂｊ）Ｑ
＝

｜Ｑ｜－１∫Ｑ
ｂｊ（ｙ）ｄｙ，１≤ｊ≤ｍ，则当ｍ＝１时，有

　　Ｆｂ１ｔ （ｆｉ）（ｘ）＝ （ｂ１（ｘ）－ （ｂ１）Ｑ）Ｆｔ（ｆｉ）（ｘ）－
Ｆｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）ｇｉ）（ｘ）－Ｆｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）ｈｉ）（ｘ），
于是，根据 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ不等式得

　　 １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

‖ｇｂ１ψ （ｆ）（ｘ）｜ｒ－｜ｇψ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）ｈ）（ｘ０）｜ｒ｜ｗ（ｘ）ｄｘ≤
１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

‖｜Ｆｂ１ｔ （ｆ）（ｘ）‖ｒ－‖Ｆｔ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）ｈ）（ｘ０）‖ｒ｜ｗ（ｘ）ｄｘ≤

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖｜Ｆｂ１ｔ （ｆｉ）（ｘ）－Ｆｔ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）ｈｉ）（ｘ０）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ≤

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖（ｂ１（ｘ）－

（ｂ１）Ｑ）Ｆｔ（ｆｉ）（ｘ）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ＋

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖Ｆｔ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）ｇｉ）（ｘ）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ＋

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖Ｆｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）ｈｉ）（ｘ）－Ｆｔ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）ｈｉ）（ｘ０）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ＝ Ⅰ＋Ⅱ＋Ⅲ．
　　对于Ⅰ，由于ｗ∈Ａ１Ａｐ，又已知对任意的ｗ
∈Ａｐ，则ｗχＱ ∈Ａｐ，设１／ｐ＋１／ｐ′＝１，１／ｑ＋１／ｑ′
＝１，由 Ｈｌｄｅｒ不等式，逆Ｈｌｄｅｒ不等式及引理１，
得

　　Ⅰ ＝ １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

｜ｂ１（ｘ）－

（ｂ１）Ｑ‖ｇψ（ｆ）（ｘ）｜ｒｗ（ｘ）ｄｘ≤
１
ｗ（Ｑ）

（∫Ｑ
｜ｂ１（ｘ）－

（ｂ１）Ｑ｜ｐ′ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ′（∫Ｑ
｜ｇψ（ｆ）（ｘ）｜ｐｒ·

ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ ≤ Ｃ
ｗ（Ｑ）

（∫Ｑ
｜ｂ１（ｘ）－

（ｂ１）Ｑ｜ｐ′ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ′‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）·

（∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ ≤ Ｃ

ｗ（Ｑ）
［（∫Ｑ

｜ｂ１（ｘ）－

（ｂ１）Ｑ｜ｐ′ｑ′ｄｘ）１／ｑ′（∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｑ］１／ｐ′×

‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）ｗ（Ｑ）１／ｐ ≤
Ｃｗ（Ｑ）１／ｐ－１｜Ｑ｜１／ｐ′‖ｂ１‖ＢＭＯ·

（１
｜Ｑ｜∫Ｑ

ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｐ′ｑ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）≤

Ｃ‖ｂ１‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）．
　　 对于 Ⅱ，取ｐ＞１，由｜ｇψ｜ｒ的Ｌｐ（ｗ）有界性
及 Ｈｌｄｅｒ不等式得

　　Ⅱ ≤ （ １ｗ（Ｑ）∫Ｑ
｜ｇψ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）ｇ）（ｘ）｜ｐｒｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ（∫Ｒｎ
｜（ｂ１（ｘ）－

（ｂ１）Ｑ）ｇ（ｘ）｜ｒｐｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ［（∫Ｑ
｜ｂ１（ｘ）－

（ｂ１）Ｑ｜ｐｑ′ｄｘ）１／ｑ′（∫Ｑ
｜ｆ（ｘ）｜ｒｐｑ　ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｑ］１／ｐ ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ（∫Ｑ
｜ｂ１（ｘ）－

（ｂ１）Ｑ｜ｐｑ′ｄｘ）１／ｐｑ′（∫Ｑ
｜ｆ（ｘ）｜ｐｑｒｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐｑ ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ（∫Ｑ
｜ｂ１（ｘ）－（ｂ１）Ｑ｜ｐｑ′ｄｘ）１／ｐｑ′·

（∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｐｑ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ｜Ｑ｜１／ｐｑ′‖ｂ１‖ＢＭＯ·

｜Ｑ｜１／ｐｑ（１｜Ｑ｜∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｐｑ‖·
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｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）≤Ｃ‖ｂ１‖ＢＭＯ（｜Ｑ｜ｗ（Ｑ）
）１／ｐ·

（１
｜Ｑ｜∫Ｑ

ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）≤

Ｃ‖ｂ１‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）．
　　 对于 Ⅲ，由Ｑｃ ＝∪∞

ｋ＝０｛２ｋ＋１　Ｑ＼２ｋＱ｝，则有

　　‖Ｆｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）ｈ）（ｘ）－Ｆｔ（（ｂ－

ｂＱ）ｈ）（ｘ０）‖ｒ≤ （∫
∞

０
（∫Ｒｎ

｜ψｔ（ｘ－ｙ）－ψｔ（ｘ０ －

ｙ）‖ｂ１（ｙ）－（ｂ１）Ｑ‖ｇ（ｙ）｜ｒｄｙ）２ｄｔｔ
）１／２ ≤Ｃ｜ｘ－

ｘ０｜ε∑
∞

ｋ＝０∫２ｋ＋１Ｑ＼２ｋＱ｜ｘ０－ｙ｜－
（ｎ＋ε）｜ｂ１（ｙ）－

（ｂ１）Ｑ‖ｆ（ｙ）｜ｒｄｙ≤

Ｃ∑
∞

ｋ＝１
｜Ｑ｜ε／ｎ｜２ｋＱ｜－（１＋ε／ｎ）∫２ｋＱ｜ｂ１（ｙ）－

（ｂ１）Ｑ‖ｆ（ｙ）｜ｒｄｙ≤Ｃ‖ｂ１‖ＢＭＯ∑
∞

ｋ＝１
ｋ·

２－ｋε‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）≤Ｃ‖ｂ１‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）．
于是

　　Ⅲ ≤Ｃ‖ｂ１‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）．
　　 当ｍ＞１时，有

　　Ｆ珗ｂｔ（ｆｉ）（ｘ）＝∫Ｒｎ
（ｂ１（ｘ）－ｂ１（ｙ））…（ｂｍ（ｘ）－

ｂｍ（ｙ））ψｔ（ｘ－ｙ）ｆｉ（ｙ）ｄｙ＝ （ｂ１（ｘ）－
（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ（ｘ）－（ｂｍ）Ｑ）Ｆｔ（ｆｉ）（ｘ）＋
（－１）ｍＦｔ（（ｂ１ － （ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ － （ｂｍ）Ｑ）ｆｉ）（ｘ）＋

∑
ｍ－１

ｊ＝１
∑
σ∈Ｃｍｊ

（－１）ｍ－ｊ（ｂ（ｘ）－ｂＱ）σ∫Ｒｎ
（ｂ（ｙ）－ｂＱ）σｃψｔ（ｘ－

ｙ）ｆｉ（ｙ）ｄｙ＝ （ｂ１（ｘ）－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ（ｘ）－
（ｂｍ）Ｑ）Ｆｔ（ｆｉ）（ｘ）＋（－１）ｍＦｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－
（ｂｍ）Ｑ）ｇｉ）（ｘ）＋（－１）ｍＦｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－

（ｂｍ）Ｑ）ｈｉ）（ｘ）＋∑
ｍ－１

ｊ＝１
∑
σ∈Ｃｍｊ

（－１）ｍ－ｊ（ｂ（ｘ）－

ｂＱ）σＦｔ（（ｂ－ｂＱ）σｃｆｉ）（ｘ），
因此根据 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ不等式，有

　　 １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

‖ｇ珗ｂψ（ｆ）（ｘ）｜ｒ－｜ｇψ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－（ｂｍ）Ｑ））ｈ）（ｘ０）｜ｒ｜ｗ（ｘ）ｄｘ≤
１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

‖｜Ｆ珗ｂｔ（ｆ）（ｘ）‖ｒ－‖Ｆｔ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－（ｂｍ）Ｑ））ｈ）（ｘ０）‖ｒ｜ｗ（ｘ）ｄｘ≤
１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖Ｆ珗ｂｔ（ｆｉ）（ｘ）－Ｆｔ（∏

ｍ

ｊ＝１

（ｂｊ－

（ｂｊ）Ｑ）ｈｉ）（ｘ０）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ≤
１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖（ｂ１（ｘ）－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ（ｘ）－

（ｂｍ）Ｑ）Ｆｔ（ｆｉ）（ｘ）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ＋
１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
∑
ｍ－１

ｊ＝１
∑
σ∈Ｃｍｊ

‖（ｂ（ｘ）－

（ｂ）Ｑ）σＦｔ
槇ｂσｃ（ｆｉ）（ｘ）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ＋

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖Ｆｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－

（ｂｍ）Ｑ）ｇｉ）（ｘ）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ＋
１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖Ｆｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－

（ｂｍ）Ｑ）ｈｉ）（ｘ）－Ｆｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－
（ｂｍ）Ｑ）ｈｉ）（ｘ０）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ＝ Ⅰ１＋Ⅰ２＋
Ⅰ３＋Ⅰ４．
　　 对于 Ⅰ１，令１＜ｑ＜ ∞，１／ｑ１＋１／ｑ２＋…＋
１／ｑｍ＋１／ｑ＝１，１／ｐ＋１／ｐ′＝１，运用广义Ｈｌｄｅｒ不

等式和逆 Ｈｌｄｅｒ不等式，有

　　Ⅰ１ ≤ Ｃ
ｗ（Ｑ）

（∫Ｑ
｜（ｂ１（ｘ）－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ（ｘ）－

（ｂｍ）Ｑ）｜ｐ′ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ′×

（∫Ｑ
｜ｇψ（ｆ）（ｘ）｜ｐｒｗ（ｘ）ｄｘ）１

／ｐ ≤

Ｃ
ｗ（Ｑ）

（∫Ｑ
｜ｂ１（ｘ）－（ｂ１）Ｑ｜ｐ′…｜ｂｍ（ｘ）－

（ｂｍ）Ｑ｜ｐ′ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ′×

‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）（∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ ≤

Ｃｗ（Ｑ）１／ｐ
ｗ（Ｑ） ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）≤ ［∏

ｍ

ｊ＝１

（∫Ｑ
｜ｂｊ（ｘ）－

（ｂｊ）Ｑ｜ｐ′ｑｊｄｘ）１／ｑｊ（∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｑ］１／ｐ′ ≤

Ｃ
ｗ（Ｑ）‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）ｗ（Ｑ）１／ｐ·

｜Ｑ｜１／ｐ′ｑ１＋…＋１／ｐ′ｑｍ‖珗ｂ‖ＢＭＯ ≤

［｜Ｑ｜１／ｑ－１∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｄｘ］１／ｐ′ ≤

Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）ｗ（Ｑ）１／ｐ′＋１／ｐ－１·

｜Ｑ｜（１／ｑ１＋…＋１／ｑｍ＋１／ｑ－１）／ｐ′≤Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）．

　　 对于 Ⅰ２，由 Ｈｌｄｅｒ不 等 式 和 逆 Ｈｌｄｅｒ不 等

式，可得

　　Ⅰ２≤∑
ｍ－１

ｊ＝１
∑
σ∈Ｃｍｊ

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

｜（ｂ（ｘ）－ｂＱ）σ‖ｇψ（（ｂ－

ｂＱ）σｃｆ）（ｘ）｜ｒｗ（ｘ）ｄｘ≤∑
ｍ－１

ｊ＝１
∑
σ∈Ｃｍｊ

Ｃ
ｗ（Ｑ）

·

（∫Ｑ
｜（ｂ（ｘ）－ｂＱ）σ｜ｐ′ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ′×

（∫Ｑ
｜ｇψ（（ｂ－ｂＱ）σｃｆ）（ｘ）｜ｐｒｗ（ｘ）ｄｘ）１

／ｐ ≤

Ｃ∑
ｍ－１

ｊ＝１
∑
σ∈Ｃｍｊ

（ １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

｜ｂ（ｘ）－ｂＱ）σ｜ｐ′ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ′×

（ １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

｜ｇψ（（ｂ－ｂＱ）σｃｆ）（ｘ）｜ｐｒｗ（ｘ）ｄｘ）１
／ｐ ＝
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Ｃ∑
ｍ－１

ｊ＝１
∑
σ∈Ｃｍｊ

Ｋ１Ｋ２．

　　 对于Ｋ１，由 Ｈｌｄｅｒ不等式，有

　　Ｋ１ ＝ｗ（Ｑ）－１／ｐ′（∫Ｑ
｜（ｂ（ｘ）－

ｂＱ）σ｜ｐ′ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ′ ≤Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ′［（∫Ｑ
｜（ｂ（ｘ）－

ｂＱ）σ｜ｐ′ｑ′ｄｘ）１／ｑ′（∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｑ］１／ｐ′ ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ′（∫Ｑ
｜（ｂ（ｘ）－

ｂＱ）｜ｐ′ｑ′ｄｘ）１／ｐ′ｑ′［（∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｑ］１／ｐ′ ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ′｜Ｑ｜１／ｐ′ｑ′‖珗ｂσ‖ＢＭＯ［｜Ｑ｜１／ｑ·

（１
｜Ｑ｜∫Ｑ

ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｑ］≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ′｜Ｑ｜１／ｐ′ｑ′＋１／ｐ′ｑ－１／ｐ′ｗ（Ｑ）１／ｐ′‖珗ｂσ‖ＢＭＯ ≤
Ｃ‖珗ｂσ‖ＢＭＯ．
　　 对于Ｋ２，由于ｗ∈Ａ１ Ａｐ，且已知对任意的

ｗ∈Ａｐ 有ｗχＱ ∈Ａｐ，再由引理１有

　　Ｋ２ ＝ （ １ｗ（Ｑ）∫Ｑ
｜ｇψ（（ｂ－

ｂＱ）σｃｆ）（ｘ）｜ｐｒｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ（∫Ｑ
｜（ｂ（ｘ）－ｂＱ）σｃｆ（ｘ）｜ｐｒｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ（∫Ｑ
｜（ｂ（ｘ）－

ｂＱ）σｃ｜ｐｑ′ｄｘ）１／ｐｑ′（∫Ｑ
｜ｆ（ｘ）｜ｐｑｒｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｐｑ ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ｜Ｑ｜１／ｐｑ′‖珗ｂσｃ‖ＢＭＯ｜Ｑ｜１／ｐｑ·

（１
｜Ｑ｜∫Ｑ

ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｐｑ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）≤

Ｃ‖珗ｂσｃ‖ＢＭＯ（｜Ｑ｜ｗ（Ｑ）
）１／ｐ（１
｜Ｑ｜∫Ｑ

ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ·

‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）≤Ｃ‖珗ｂσｃ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）．
因此

　　Ⅰ２ ≤Ｃ∑
ｍ－１

ｊ＝１
∑
σ∈Ｃｍｊ

‖珗ｂσ‖ＢＭＯ‖珗ｂσｃ‖ＢＭＯ·

‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）≤Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）．

　　 对于 Ⅰ３，取ｐ＞１，由｜ｇψ｜ｒ的Ｌｐ（ｗ）有界性

及 Ｈｌｄｅｒ不等式，

　　Ⅰ３ ＝ １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

｜ｇψ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－

（ｂｍ）Ｑ）ｇ）（ｘ）｜ｒｗ（ｘ）ｄｘ≤Ｃ（ １ｗ（Ｑ）∫Ｑ
｜ｇψ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－（ｂｍ）Ｑ）ｇ）（ｘ）｜ｐｒｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ（∫Ｑ
｜（ｂ１（ｘ）－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ（ｘ）－

（ｂｍ）Ｑ）ｇ（ｘ）｜ｐｒｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ ≤
Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ｜Ｑ｜１／ｐｑ′‖珗ｂ‖ＢＭＯ·

｜Ｑ｜１／ｐｑ（１｜Ｑ｜∫Ｑ
ｗｑｄｘ）１／ｐｑ·

‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）≤Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ（｜Ｑ｜ｗ（Ｑ）
）１／ｐ·

（ｗ（Ｑ）
｜Ｑ｜

）１／ｐ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）≤

Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）．

　　 对于 Ⅰ４，有

　　‖Ｆｔ（∏
ｍ

ｊ＝１

（ｂｊ － （ｂｊ）Ｑ）ｈ）（ｘ）－Ｆｔ（∏
ｍ

ｊ＝１

（ｂｊ －

（ｂｊ）Ｑ）ｈ）（ｘ０）‖ｒ≤ ［∫
∞

０
（∫Ｒｎ
｜ψｔ（ｘ－ｙ）－ψｔ（ｘ０－

ｙ）‖ｆ（ｙ）｜ｒ∏
ｍ

ｊ＝１
｜ｂｊ（ｙ）－（ｂｊ）Ｑ｜ｄｙ）２ｄｔｔ

］１／２ ≤

Ｃ｜ｘ－ｘ０｜ε∑
∞

ｋ＝０∫２ｋ＋１Ｑ＼２ｋＱ｜ｘ０－ｙ｜－
（ｎ＋ε）｜ｆ（ｙ）｜ｒ·

∏
ｍ

ｊ＝１
｜ｂｊ（ｙ）－（ｂｊ）Ｑ｜ｄｙ≤Ｃ｜ｘ－

ｘ０｜ε∑
∞

ｋ＝１∫２ｋＱ｜ｘ０－ｙ｜－
（ｎ＋ε）｜ｆ（ｙ）｜ｒ∏

ｍ

ｊ＝１
｜ｂｊ（ｙ）－

（ｂｊ）Ｑ｜ｄｙ≤Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ∑
∞

ｋ＝１
ｋｍ２－ｋε‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）≤

Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）．
因此

　　Ⅰ４ ≤Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｌ∞（ｗ）．
综上估计，定理１证毕．

　　 定理２　 设１＜ｒ＜ ∞，１＜ｐ＜ ∞，ｗ∈Ａ１，
珗ｂ＝ （ｂ１，…，ｂｍ），ｂｊ∈ＢＭＯ（Ｒｎ），１≤ｊ≤ｍ．则

｜ｇ珗ｂψ｜ｒ 是Ｂｐ（ｗ）到ＣＭＯ（ｗ）有界的．

　　 证明　只须证明对于任意的方体Ｑ，存在常数

ＣＱ，使得

　　 １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

‖ｇ珗ｂψ（ｆ）（ｘ）｜ｒ－ＣＱ｜ｗ（ｘ）ｄｘ≤

Ｃ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｂｐ（ｗ）．
对任意的方体Ｑ＝Ｑ（０，ｄ），其中ｄ＞１，固定方体Ｑ
＝Ｑ（０，ｄ），ｄ＞１，我们令ｆ＝ｇ＋ｈ＝｛ｇｉ｝＋｛ｈｉ｝．
其中ｇｉ＝ｆｉχＱ，ｈｉ＝ｆｉχ（Ｑ）ｃ．当ｍ＝１时，设（ｂ１）Ｑ ＝

｜Ｑ｜－１∫Ｑ
ｂ１（ｙ）ｄｙ，则有

　　Ｆｂ１ｔ （ｆｉ）（ｘ）＝ （ｂ１（ｘ）－ （ｂ１）Ｑ）Ｆｔ（ｆｉ）（ｘ）－
Ｆｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）ｇｉ）（ｘ）－Ｆｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）ｈｉ）（ｘ），
于是根据 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ不等式，有

　　 １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

‖ｇｂ１ψ （ｆ）（ｘ）｜ｒ－｜ｇψ（（ｂ１－
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（ｂ１）Ｑ）ｈ）（ｘ０）｜ｒ｜ｗ（ｘ）ｄｘ≤
１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

‖｜Ｆｂ１ｔ （ｆ）（ｘ）‖ｒ－‖Ｆｔ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）ｈ）（ｘ０）‖ｒ｜ｗ（ｘ）ｄｘ≤

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖｜Ｆｔｂ１（ｆｉ）（ｘ）－Ｆｔ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）ｈｉ）（ｘ０）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ≤

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖（ｂ１（ｘ）－

（ｂ１）Ｑ）Ｆｔ（ｆｉ）（ｘ）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ＋

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖Ｆｔ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）ｇｉ）（ｘ）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ＋

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖Ｆｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）ｈｉ）（ｘ）－Ｆｔ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）ｈｉ）（ｘ０）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ＝ Ⅰ＋Ⅱ＋Ⅲ．
　　对于Ⅰ，由于ｗ∈Ａ１Ａｐ，又已知对任意的ｗ
∈Ａｐ，则ｗχＱ ∈Ａｐ，对于１＜ｐ，ｑ＜ ∞，设１／ｐ＋
１／ｐ′＝１，１／ｑ＋１／ｑ′＝１，显然１＜ｐ′，ｑ′＜∞，则由

逆 Ｈｌｄｅｒ不等式及引理１，有

　　Ⅰ ＝ １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

｜ｂ１（ｘ）－

（ｂ１）Ｑ‖ｇψ（ｆ）（ｘ）｜ｒｗ（ｘ）ｄｘ≤
Ｃ

ｗ（Ｑ）
（∫Ｑ
｜ｂ１（ｘ）－（ｂ１）Ｑ｜ｐ′ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ′·

（∫Ｑ
｜ｇψ（ｆ）（ｘ）｜ｒｐｗ（ｘ）ｄｘ）１

／ｐ ≤

Ｃ
ｗ（Ｑ）

［（∫Ｑ
｜ｂ１（ｘ）－

（ｂ１）Ｑ｜ｐ′ｑ′ｄｘ）１／ｑ′（∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｑ］１／ｐ′·

‖｜ｆ｜ｒχＱ‖Ｌｐ（ｗ）≤ Ｃ
ｗ（Ｑ）｜Ｑ｜

１／ｐ′ｑ′‖ｂ１‖ＢＭＯ·

［（∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｑ］１／ｐ′‖｜ｆ｜ｒχＱ‖Ｌｐ（ｗ）≤

Ｃ
ｗ（Ｑ）｜Ｑ｜

１／ｐ′ｑ′‖ｂ１‖ＢＭＯ｜Ｑ｜１／ｐ′ｑ（ｗ
（Ｑ）
｜Ｑ｜

）１／ｐ′·

‖｜ｆ｜ｒχＱ‖Ｌｐ（ｗ）≤
Ｃ‖ｂ１‖ＢＭＯｗ（Ｑ）－１／ｐ‖｜ｆ｜ｒχＱ‖Ｌｐ（ｗ）≤
Ｃ‖ｂ１‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｂｐ（ｗ）．
　　对于Ⅱ，取１＜ｑ＜∞，ｔ′，ｓ＞１使得ｐ＞ｔ′ｓ且

ｑ＝ （ｐｔ′－ｔ′ｓ／（ｐ－ｔ′ｓ）），１／ｔ＋１／ｔ′＝１，则由

｜ｇψ｜ｒ 在Ｌｓ（ｗ）上的有界性及 Ｈｌｄｅｒ不等式，有

　　Ⅱ ≤Ｃ（ １ｗ（Ｑ）∫Ｑ
｜ｇψ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）ｇ）（ｘ）｜ｓｒｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｓ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｓ（∫Ｑ
｜（ｂ１（ｘ）－

（ｂ１）Ｑ）ｇ（ｘ）｜ｓｒｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｓ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｓ［（∫Ｑ
｜ｂ１（ｘ）－（ｂ１）Ｑ｜ｓｔｄｘ）１／ｔ·

（∫Ｑ
｜ｆ（ｘ）｜ｒｔ′ｓ　ｗ（ｘ）ｔ′ｄｘ）１／ｔ′］１／ｓ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｓ｜Ｑ｜１／ｔｓ‖ｂ１‖ＢＭＯ·

（∫Ｑ
｜ｆ（ｘ）｜ｒｔ′ｓ　ｗ（ｘ）ｔ′ｄｘ）１／ｔ′ｓ ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｓ｜Ｑ｜１／ｔｓ‖ｂ１‖ＢＭＯ·

（∫Ｑ
｜ｆ（ｘ）｜ｐｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ（∫Ｑ

ｗ（ｘ）ｑｄｘ）（ｐ－ｓ）／ｐｑｓ ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｓ｜Ｑ｜１／ｔｓ｜Ｑ｜（１－ｔ′）／ｔ′ｓ　ｗ（Ｑ）（ｐ－ｓ）／ｐｓ·

‖ｂ１‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒχＱ‖Ｌｐ（ｗ）≤
Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ‖ｂ１‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒχＱ‖Ｌｐ（ｗ）≤
Ｃ‖ｂ１‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｂｐ（ｗ）．
　　 对于 Ⅲ，有

　　［（∫Ｒｎ
｜ψｔ（ｘ－ｙ）－ψｔ（ｘ０－ｙ）‖ｂ１（ｙ）－

（ｂ１）Ｑ‖ｈ（ｙ）｜ｒｄｙ）２ｄｔｔ
］１／２ ≤Ｃ｜ｘ－

ｘ０｜ε∑
∞

ｋ＝０∫２ｋ＋１Ｑ＼２ｋＱ｜ｘ０－ｙ｜－
（ｎ＋ε）｜ｂ１（ｙ）－

（ｂ１）Ｑ‖ｆ（ｙ）｜ｒｄｙ≤Ｃ｜ｘ－ｘ０｜ε∑
∞

ｋ＝１∫２ｋＱ｜ｘ０－
ｙ｜－（ｎ＋ε）｜ｂ１（ｙ）－（ｂ１）Ｑ‖ｆ（ｙ）｜ｒｄｙ≤

Ｃ∑
∞

ｋ＝１
｜Ｑ｜ε／ｎ｜２ｋＱ｜－（１＋ε／ｎ）∫２ｋＱ｜ｂ１（ｙ）－

（ｂ１）Ｑ‖ｆ（ｙ）｜ｒｄｙ≤Ｃ‖ｂ１‖ＢＭＯ·

∑
∞

ｋ＝１
｜Ｑ｜ε／ｎ｜２ｋＱ｜－（１＋ε／ｎ）·ｋ｜２ｋＱ｜ｗ（２ｋＱ）－１／ｐ·

‖｜ｆ｜ｒχ２ｋＱ‖Ｌｐ（ｗ）≤Ｃ‖ｂ１‖ＢＭＯ·

‖｜ｆ｜ｒ‖Ｂｐ（ｗ）∑
∞

ｋ＝１
ｋ·２－ｋε ≤

Ｃ‖ｂ１‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｂｐ（ｗ）．
于是

　　Ⅲ ≤Ｃ‖ｂ１‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｂｐ（ｗ）．

　　 当ｍ＞１时，设珗ｂＱ ＝ （（ｂ１）Ｑ，…，（ｂｍ）Ｑ），其中

（ｂｊ）Ｑ ＝｜Ｑ｜－１∫Ｑ
｜ｂｊ（ｙ）｜ｄｙ，１≤ｊ≤ｍ，那么

　　Ｆ珗ｂｔ（ｆｉ）（ｘ）＝ （ｂ１（ｘ）－ （ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ（ｘ）－
（ｂｍ）Ｑ）Ｆｔ（ｆｉ）（ｘ）＋（－１）ｍＦｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－
（ｂｍ）Ｑ）ｇｉ）（ｘ）＋ （－１）ｍＦｔ（（ｂ１ － （ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ －

（ｂｍ）Ｑ）ｈｉ）（ｘ）＋∑
ｍ－１

ｊ＝１
∑
σ∈Ｃｍｊ

（－１）ｍ－ｊ（珗ｂ（ｘ）－

珗ｂＱ）σＦｔ（（（珗ｂ）－珗ｂＱ）σｃｆｉ）（ｘ）．
因此根据 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ不等式，有
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　　 １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

‖ｇψ
珗ｂ（ｆ）（ｘ）｜ｒ－｜ｇψ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－（ｂｍ）Ｑ））ｈ）（ｘ０）｜ｒ｜ｗ（ｘ）ｄｘ≤
１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

‖｜Ｆｔ珗ｂ（ｆ）（ｘ）‖ｒ－‖Ｆｔ（（ｂ１－

（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－（ｂｍ）Ｑ））ｈ）（ｘ０）‖ｒ｜ｗ（ｘ）ｄｘ≤

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖Ｆｔ珗ｂ（ｆｉ）（ｘ）－Ｆｔ（∏

ｍ

ｊ＝１

（ｂｊ－

（ｂｊ）Ｑ）ｈｉ）（ｘ０）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ≤

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖（ｂ１（ｘ）－

（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ（ｘ）－（ｂｍ）Ｑ）Ｆｔ（ｆｉ）（ｘ）‖ｒ）１／ｒ·

ｗ（ｘ）ｄｘ＋ １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
∑
ｍ－１

ｊ＝１
∑
σ∈Ｃｍｊ

‖（ｂ（ｘ）－

（ｂ）Ｑ）σＦｔ
槇ｂσｃ（ｆｉ）（ｘ）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ＋

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

（∑
∞

ｉ＝１
‖Ｆｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－

（ｂｍ）Ｑ）ｇｉ）（ｘ）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ＋ １
ｗ（Ｑ）

·

∫Ｑ
（∑
∞

ｉ＝１
‖Ｆｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－

（ｂｍ）Ｑ）ｈｉ）（ｘ）－Ｆｔ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－
（ｂｍ）Ｑ）ｈｉ）（ｘ０）‖ｒ）１／ｒｗ（ｘ）ｄｘ＝ Ⅰ１＋Ⅰ２＋Ⅰ３＋
Ⅰ４．
　　 对于 Ⅰ１，类似于ｍ＝１，有

　　Ⅰ１ ≤ Ｃ
ｗ（Ｑ）

（∫Ｑ
｜（ｂ１（ｘ）－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ（ｘ）－

（ｂｍ）Ｑ）｜ｐ′ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ′×

（∫Ｑ
｜ｇψ（ｆ）（ｘ）｜ｒｐｗ（ｘ）ｄｘ）１

／ｐ ≤

Ｃ
ｗ（Ｑ）

（∫Ｑ
｜（ｂ１（ｘ）－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ（ｘ）－

（ｂｍ）Ｑ）｜ｐ′ｑ′ｄｘ）１／ｐ′ｑ′×（∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｐ′ｑ·

‖｜ｆ｜ｒχＱ‖Ｌｐ（ｗ）≤ Ｃ
ｗ（Ｑ）｜Ｑ｜

１／ｐ′ｑ′‖珗ｂ‖ＢＭＯ·

｜Ｑ｜１／ｐ′ｑ（ｗ
（Ｑ）
｜Ｑ｜

）１／ｐ′‖｜ｆ｜ｒχＱ‖Ｌｐ（ｗ）≤

Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯｗ（Ｑ）－１／ｐ‖｜ｆ｜ｒχＱ‖Ｌｐ（ｗ）≤
Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｂｐ（ｗ）．
　　 对于 Ⅰ２，取１＜ｓ，ｓ′＜ ∞，１／ｓ＋１／ｓ′＝１，那
么

　　Ⅰ２≤∑
ｍ－１

ｊ＝１
∑
σ∈Ｃｍｊ

１
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

｜（ｂ（ｘ）－ｂＱ）σ‖ｇψ（（ｂ－

ｂＱ）σｃｆ）（ｘ）｜ｒｗ（ｘ）ｄｘ≤

Ｃ∑
ｍ－１

ｊ＝１
∑
σ∈Ｃｍｊ

（ １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

｜（ｂ（ｘ）－ｂ）σ｜ｓ′ｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｓ′×

（ １
ｗ（Ｑ）∫Ｑ

｜ｇψ（（ｂ－ｂＱ）σｃｆ）（ｘ）｜ｓｒｗ（ｘ）ｄｘ）１
／ｓ ＝

Ｃ∑
ｍ－１

ｊ＝１
∑
σ∈Ｃｍｊ

Ｋ１Ｋ２．

　　 对于Ｋ１，由 Ｈｌｄｅｒ不等式，有

　　Ｋ１ ≤Ｃｗ（Ｑ）－１／ｓ′［（∫Ｑ
｜（ｂ（ｘ）－

ｂＱ）σ｜ｓ′ｑ′ｄｘ）１／ｑ′（∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｑ］１／ｓ′ ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｓ′（∫Ｑ
｜（ｂ（ｘ）－ｂＱ）σ）｜ｓ′ｑ′ｄｘ）１／ｓ′ｑ′·

［（∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｑｄｘ）１／ｑ］１／ｓ′≤Ｃｗ（Ｑ）－１／ｓ′｜Ｑ｜１／ｓ′ｑ′＋１／ｓ′ｑ－１／ｓ′·

ｗ（Ｑ）１／ｓ′‖珗ｂσ‖ＢＭＯ ≤Ｃ‖珗ｂσ‖ＢＭＯ．

　　 对于Ｋ２，由引理１，有

　　Ｋ２ ≤Ｃｗ（Ｑ）－１／ｓ（∫Ｑ
｜（ｂ（ｘ）－

ｂＱ）σｆ（ｘ）｜ｓｒｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｓ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｓ［（∫Ｑ
｜（ｂ（ｘ）－ｂＱ）σ｜ｓｔｄｘ）１／ｔ·

（∫Ｑ
｜ｆ（ｘ）｜ｔ′ｓｒｗ（ｘ）ｔ′ｄｘ）１／ｔ′］１／ｓ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｓ｜Ｑ｜１／ｔｓ‖珗ｂσ‖ＢＭＯ·

（∫Ｑ
｜ｆ（ｘ）｜ｔ′ｓｒｗ（ｘ）ｔ′ｄｘ）１／ｔ′ｓ ≤Ｃｗ（Ｑ）－１／ｓ｜Ｑ｜１／ｔｓ·

‖珗ｂσ‖ＢＭＯ（∫Ｑ
｜ｆ（ｘ）｜ｒｐｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｐ·

（∫Ｑ
ｗ（ｘ）ｑｄｘ）（ｐ－ｓ）／ｐｑｓ ≤Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ‖珗ｂσ‖ＢＭＯ·

‖｜ｆ｜ｒχＱ‖Ｌｐ（ｗ）≤Ｃ‖珗ｂσ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｂｐ（ｗ）．
于是

　　Ⅰ２ ≤Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｂｐ（ｗ）．
　　 对于 Ⅰ３，类似于 Ⅱ，有

　　Ⅰ３ ≤Ｃ（ １ｗ（Ｑ）∫Ｒｎ
｜ｇψ（（ｂ１－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ－

（ｂｍ）Ｑ）ｇ）（ｘ）｜ｓｒｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｓ≤

Ｃｗ（Ｑ）－１／ｓ（∫Ｑ
｜（ｂ１（ｘ）－（ｂ１）Ｑ）…（ｂｍ（ｘ）－

（ｂｍ）Ｑ）ｆ（ｘ）｜ｓｒｗ（ｘ）ｄｘ）１／ｓ≤
Ｃｗ（Ｑ）－１／ｐ‖珗ｂ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒχＱ‖Ｌｐ（ｗ）≤
Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｂｐ（ｗ）．
　　 对于 Ⅰ４，类似于 Ⅲ，有

　　［∫
∞

０
（∫Ｒｎ
｜ψｔ（ｘ－ｙ）－ψｔ（ｘ０－

ｙ）｜∏
ｍ

ｊ＝１
｜ｂｊ（ｙ）－ｂｊ（ｘ）‖ｈ（ｙ）｜ｒｄｙ）２ｄｔｔ

］１／２ ≤

Ｃ｜ｘ－ｘ０｜ε∑
∞

ｋ＝０∫２ｋ＋１Ｑ＼２ｋＱ｜ｘ０－
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ｙ｜－（ｎ＋ε）∏
ｍ

ｊ＝１
｜ｂｊ（ｙ）－（ｂｊ）Ｑ‖ｆ（ｙ）｜ｒｄｙ≤

Ｃ∑
∞

ｋ＝１
２－ｋε １
｜２ｋＱ｜∫２ｋＱ∏

ｍ

ｊ＝１
｜ｂｊ（ｙ）－

（ｂｊ）Ｑ‖ｆ（ｙ）｜ｒｄｙ≤Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ·

‖｜ｆ｜ｒ‖Ｂｐ（ｗ）∑
∞

ｋ＝１
ｋｍ·

２－ｋε ≤Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｂｐ（ｗ）．
于是

　　Ⅰ４ ≤Ｃ‖珗ｂ‖ＢＭＯ‖｜ｆ｜ｒ‖Ｂｐ（ｗ）．
定理２证毕．
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（上接第２０６页）
害防治策略上，应当推行综合防治，注重生物防治，
或选择高效、低毒、低残留的化学农药进行防治，以

利于保护天敌，减少环境污染，确保人畜安全。在营

林措施上，提倡营造混交林，实行轮作、间作等。

３．５　加强合作研究，提高监测防治水平

　　２０００年 以 来，庞 正 轰［２，５，９～１１］、奚 福 生［１２］、于 永

辉［１３］、曹书阁［７，８］等对桉树病虫害开展了一些研究，
对有效控制按树病虫害发挥了一些作用。但是，这

些研究还远远不能满足生产需要。目前，我国桉树

有害生物正处在增长阶段。有害生物的种类、发生

规律、危害特点和防治方法还没有完全掌握。有些

病虫可跨区域发生危害。因此，应当建立产学研联

盟，搭建合作平台，联合申报项目，开展合作研究，重
点研究解决重大病虫害监测防治技术问题。
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