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摘要：借助计算软件 Ｍａｐｌｅ和一阶微分方程解题方法，得到（２＋１）维变系数Ｂｒｏｅｒ－Ｋａｕｐ系统３种形式的新的

精确解：双曲函数解、三角函数解和实函数解．
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　　由于变系数非线性偏微分方程可以描述一些科
学领域中的非线性现象，如化学，生物，通讯，量子物
理等，所以在这些领域中寻找非线性偏微分方程的
精确解已引起广泛的关注［１，２］．
　　方程

　　
ｕｔｙ ＝α（ｔ）［ｕｘｘｙ －２（ｕｕｘ）ｙ－２ｖｘｘ］，

ｖｔ＝α（ｔ）［－ｖｘｘ －２（ｖｕ）ｘ｛ ］，

α（ｔ）≠０ （１）
已广泛应用于等离子物理，流体动力学，非线性光纤
通信和各种物理状态的波动现象．在文献［３］中，Ｓａ－
ｃｈｉｎ　Ｋｕｍａｒ等人讨论了方程（１）的Ｐａｉｎｌｅｖé性质和
对称性，证明方程（１）是可积的．文献［４］利用
（Ｇ′／Ｇ）－展开法成功地构造了方程（１）的精确解，其
中包括一类可通过选择适当的参数变为类孤子形式

的精确解．本文将借助于计算软件 Ｍａｐｌｅ和一阶微

分方程方法［５，６］来构造（２＋１）维变系数Ｂｒｏｅｒ－Ｋａｕｐ
系统的精确解．由于我们重新构造了一阶微分方程
的新类型解，从而可以说获得了（２＋１）维变系数

Ｂｒｏｅｒ－Ｋａｕｐ系统更多的新精确解．

１　一阶微分方程解题方法

　　一阶微分方程解题法的步骤如下：

　　步骤１　给定一个变系数偏微分方程

　　Ｐ（ｕ，ｕｔ，ｕｔｔ，ｕｘｘ，ｕｙｙ，…）＝０． （２）

　　步骤２　假设方程（２）有如下形式的解

　　ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ（ｔ）ｚｉ， （３）

这里ξ＝ｋ（ｔ）ｘ＋ｌ（ｔ）ｙ－ｃ（ｔ），ａｉ（ｔ），ｉ＝０，１，２…，

ｍ，ｋ（ｔ），ｌ（ｔ），ｃ（ｔ）是关于ｔ的未知函数，ｚ是下述一
阶微分方程的一个解

　　ｚ′ ＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｃｉｚｉ， （４）

其中ｃｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ）是未知常数．
　　在方程（３）和方程（４）中，ｍ和ｎ是正整数，且可
以通过平衡方程（２）中的最高次线性项和非线性项
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来确定．文献［７，８］给出了方程（４）的几种其它形式，
如 广义的 Ｒｉｃｃａｔｉ方程［７］

　　ｚ′ ＝ｃ０＋ｃ１ｚ＋ｃ２ｚ２ ， （５）

一阶的三次微分方程［８］

　　ｚ′ ＝ｃ０＋ｃ１ｚ＋ｃ２ｚ２＋ｃ３ｚ３ ． （６）

为了计算方便，可以设方程（４）为如下形式

　　ｚ′ ＝ｃ１ｚ＋ｃｎｚｎ， （７）

　　ｚ′ ＝ｃｎｚｎ ． （８）

方程（７）有下列形式的解

　　ｚ１＝（ｃ１ｅｘｐ
［ｃ１（ｎ－１）ξ］

１－ｃｎｅｘｐ［ｃ１（ｎ－１）ξ］
）
１
ｎ－１，ｃ１＞０，ｃｎ＜

０，［９］ （９）

　　ｚ２＝（－ｃ１ｅｘｐ
［ｃ１（ｎ－１）ξ］

１＋ｃｎｅｘｐ［ｃ１（ｎ－１）ξ］
）１ｎ－１，ｃ１＜０，ｃｎ＞

０，［９］ （１０）

　　ｚ３ ＝ （－ｃ１２ｃｎ± －ｃ
２
１

４ｃ２槡 ｎ
ｔａｎ（±ｃｎ（ｎ－

１）） －ｃ
２
１

４ｃ２槡 ｎ
ξ）

１
ｎ－１． （１１）

方程（８）的解为

　　ｚ４ ＝± １
ｎ－１（１－ｎ）ｃｎξ＋槡 Ｃ

， （１２）

这里ｎ是正整数，ｃｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）是未知常数，ｚ１
和ｚ２ 在文献［９］中已经给出．
　　步骤３　将方程（３）和（７）（或（８））代入到方程
（２），令ｚ的各次幂系数为零，得到关于ａｉ（ｔ）（ｉ＝０，

１，２，…，ｍ），ｋ（ｔ），ｌ（ｔ），ｃ（ｔ）的代数方程组．
　　步骤４　借助计算软件 Ｍａｐｌｅ解上面的代数方
程组，得到关于ａｉ（ｔ）（ｉ＝０，１，２，…，ｍ），ｋ（ｔ），ｌ（ｔ），

ｃ（ｔ）的值．然后将这些值代入到方程（３），就可获得
方程（２）的精确解．

２　（２＋１）维变系数Ｂｒｏｅｒ?Ｋａｕｐ系统精确解

　　令ｖ＝ｕｙ ，那么方程（１）能够写成如下形式

　　ｕｔｙ ＋α（ｔ）ｕｘｘｙ ＋２α（ｔ）（ｕｕｘ）ｙ ＝０． （１３）

平衡方程（１３）中的最高次线性项ｕｘｘｙ 和最高次非线
性项，得到ｍ＝ｎ－１．
２．１　基于方程（７）的精确解

　　令ｎ＝２和ｍ＝１时 ，方程（３）变为

　　ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝ａ０（ｔ）＋ａ１（ｔ）ｚ． （１４）

利用一阶微分方程法，可以得到如下结果：

　　ｋ（ｔ）＝ｋ，ｌ（ｔ）＝ｌ，ａ０（ｔ）＝ａ０（ｔ），ａ１（ｔ）＝－

ｋｃ２，ｃ（ｔ）＝∫
ｔ

ａ
α（ｓ）ｋ２（ｓ）ｃ１＋２α（ｓ）ａ０（ｓ）ｋ（ｓ）ｄｓ，

这里ｋ，ｌ是任意常数，ａ０（ｔ）是关于ｔ的任意函数．
　　当ｃ２ ＜０，ｃ１ ＞０，方程（１）有双曲函数解

　　ｕ１（ξ）＝ａ０（ｔ）－ｋｃ２
ｃ１ｅｘｐ［ｃ１ξ］
１－ｃ２ｅｘｐ［ｃ１ξ］

＝ａ０（ｔ）－

ｋｃ２ ｃ１ｓｉｎｈ［ｃ１ξ］＋ｃ１ｃｏｓｈ［ｃ１ξ］
１－ｃ２ｓｉｎｈ［ｃ１ξ］－ｃ２ｃｏｓｈ［ｃ１ξ］

，

　　ｖ１（ξ）＝∫
ｙ

ａ
［ａ０（ｔ）－

ｋｃ２ ｃ１ｓｉｎｈ［ｃ１ξ］＋ｃ１ｃｏｓｈ［ｃ１ξ］
１－ｃ２ｓｉｎｈ［ｃ１ξ］－ｃ２ｃｏｓｈ［ｃ１ξ］

］ｄｙ，

其中ξ＝ｋ（ｔ）ｘ＋ｌ（ｔ）ｙ－ｃ（ｔ），ｃ（ｔ）＝∫
ｔ

ａ
α（ｓ）ｋ２（ｓ）ｃ１

＋２α（ｓ）ａ０（ｓ）ｋ（ｓ）ｄｓ．
　　当ｃ２ ＞０，ｃ１ ＜０，方程（１）有双曲函数解

　　ｕ２（ξ）＝ａ０（ｔ）＋ｋｃ２
ｃ１ｅｘｐ［ｃ１ξ］
１＋ｃ２ｅｘｐ［ｃ１ξ］

＝ａ０（ｔ）＋

ｋｃ２ ｃ１ｓｉｎｈ［ｃ１ξ］＋ｃ１ｃｏｓｈ［ｃ１ξ］
１＋ｃ２ｓｉｎｈ［ｃ１ξ］＋ｃ２ｃｏｓｈ［ｃ１ξ］

，

　　ｖ２（ξ）＝∫
ｙ

ａ
［ａ０（ｔ）＋

ｋｃ２ ｃ１ｓｉｎｈ［ｃ１ξ］＋ｃ１ｃｏｓｈ［ｃ１ξ］
１＋ｃ２ｓｉｎｈ［ｃ１ξ］＋ｃ２ｃｏｓｈ［ｃ１ξ］

］ｄｙ，

其中ξ＝ｋ（ｔ）ｘ＋ｌ（ｔ）ｙ－ｃ（ｔ），ｃ（ｔ）＝∫
ｔ

ａ
α（ｓ）ｋ２（ｓ）ｃ１

＋２α（ｓ）ａ０（ｓ）ｋ（ｓ）ｄｓ．
　　由方程（１１）知方程（１）有三角函数解

　　ｕ３（ξ）＝ａ０（ｔ）＋ｋｃ１ｋｃ２ －ｃ
２
１

４ｃ槡 ２
２
·

ｔａｎ（±ｃ２ －ｃ
２
１

４ｃ槡 ２
２
ξ）＝ａ０（ｔ）＋

ｋｃ１
２ 

ｋｃ１ｉ
２ｔａｎ

（±ｃ１ｉ２ξ
），

　　ｖ３（ξ）＝∫
ｙ

ａ
［ａ０（ｔ）＋ｋｃ１２ 

ｋｃ１ｉ
２ｔａｎ

（±ｃ１ｉ２ξ
）］ｄｙ，

其中ξ＝ｋ（ｔ）ｘ＋ｌ（ｔ）ｙ－ｃ（ｔ），ｃ（ｔ）＝∫
ｔ

ａ
α（ｓ）ｋ２（ｓ）ｃ１

＋２α（ｓ）ａ０（ｓ）ｋ（ｓ）ｄｓ．若利用ｔａｎｈｘ＝－ｉｔａｎｉｘ，ｕ３（ξ）
和ｖ３（ξ）又变为双曲函数形式．
　　当ｎ＝３和ｍ＝２时 ，利用一阶微分方程法，可
以得到如下结果：

　　ｋ（ｔ）＝ｋ，ｌ（ｔ）＝ｌ，ａ０（ｔ）＝ａ０（ｔ），ａ１（ｔ）＝０，

ａ２（ｔ）＝－２ｋｃ３ｃ（ｔ）＝∫
ｔ

ａ
－２α（ｓ）ｋ（ｓ）ａ０（ｓ）－

２α（ｓ）ｃ１ｋ２（ｓ）ｄｓ，
这里ｋ，ｌ是任意常数，ａ０（ｔ）是关于ｔ的任意函数．
　　当ｃ３ ＜０，ｃ１ ＞０时 ，方程（１）有双曲函数解

　　ｕ４（ξ）＝ａ０（ｔ）－２ｋｃ３
ｃ１ｅｘｐ［２ｃ１ξ］
１－ｃ３ｅｘｐ［２ｃ１ξ］

＝ａ０（ｔ）

－２ｋｃ３ ｃ１ｓｉｎｈ［２ｃ１ξ］＋ｃ１ｃｏｓｈ［２ｃ１ξ］
１－ｃ３ｓｉｎｈ［２ｃ１ξ］－ｃ３ｃｏｓｈ［２ｃ１ξ］

，
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　　ｖ４（ξ）＝∫
ｙ

ａ
［ａ０（ｔ）－

２ｋｃ３ ｃ１ｓｉｎｈ［２ｃ１ξ］＋ｃ１ｃｏｓｈ［２ｃ１ξ］
１－ｃ３ｓｉｎｈ［２ｃ１ξ］－ｃ３ｃｏｓｈ［２ｃ１ξ］

］ｄｙ，

这里ξ＝ｋ（ｔ）ｘ＋ｌ（ｔ）ｙ－ｃ（ｔ），ｃ（ｔ）＝

∫
ｔ

ａ
－２α（ｓ）ｋ（ｓ）ａ０（ｓ）－２α（ｓ）ｃ１ｋ２（ｓ）ｄｓ．

　　当ｃ３ ＞０，ｃ１ ＜０时 ，方程（１）有双曲函数解

　　ｕ５（ξ）＝ａ０（ｔ）－２ｋｃ３
－ｃ１ｅｘｐ［２ｃ１ξ］
１＋ｃ３ｅｘｐ［２ｃ１ξ］

＝

ａ０（ｔ）＋２ｋｃ３ ｃ１ｓｉｎｈ［２ｃ１ξ］＋ｃ１ｃｏｓｈ［２ｃ１ξ］
１＋ｃ３ｓｉｎｈ［２ｃ１ξ］＋ｃ３ｃｏｓｈ［２ｃ１ξ］

，

　　ｖ５（ξ）＝∫
ｙ

ａ
［ａ０（ｔ）＋

２ｋｃ３ ｃ１ｓｉｎｈ［２ｃ１ξ］＋ｃ１ｃｏｓｈ［２ｃ１ξ］
１＋ｃ３ｓｉｎｈ［２ｃ１ξ］＋ｃ３ｃｏｓｈ［２ｃ１ξ］

］ｄｙ，

这里ξ＝ｋ（ｔ）ｘ＋ｌ（ｔ）ｙ－ｃ（ｔ），ｃ（ｔ）＝

∫
ｔ

ａ
－２α（ｓ）ｋ（ｓ）ａ０（ｓ）－２α（ｓ）ｃ１ｋ２（ｓ）ｄｓ．

　　利用（１１）式，方程（１）有三角函数解

　　ｕ６（ξ）＝ａ０（ｔ）－２ｋｃ３（
－ｃ１
２ｃ３ ±

－ｃ
２
１

４ｃ槡 ２
３
ｔａｎ（±２ｃ３ －ｃ

２
１

４ｃ槡 ２
３
ξ））

１
２ ＝ａ０（ｔ）－

２ｋｃ３（－ｃ１２ｃ３ ±
ｉｃ１
２ｃ３
ｉｔａｎ（±ｃ１ｉξ））

１
２，ｖ６（ξ）＝∫

ｙ

ａ
ａ０（ｔ）－

２ｋｃ３（－ｃ１２ｃ３ ±
ｉｃ１
２ｃ３
ｉｔａｎ（±ｃ１ｉξ））

１
２ｄｙ，

这里ξ＝ｋ（ｔ）ｘ＋ｌ（ｔ）ｙ－ｃ（ｔ），ｃ（ｔ）＝

∫
ｔ

ａ
－２α（ｓ）ｋ（ｓ）ａ０（ｓ）－２α（ｓ）ｃ１ｋ２（ｓ）ｄｓ．利用ｔａｎｈｘ

＝－ｉｔａｎｉｘ，ｕ６（ξ）和ｖ６（ξ）变为双曲函数形式．由于

ｍ＝ｎ－１，当令ｍ和ｎ为其它正整数时，还可以获
得方程（１）更多形式的精确解．
２．２　基于方程（８）的精确解

　　利用方程（１２），方程（１）有实函数解

　　ｕ７（ξ）＝ａ０（ｔ）２ｋｃ３
１

－２ｃ３ξ＋槡 Ｃ
，

　　ｖ６（ξ）＝∫
ｙ

ａ
ａ０（ｔ）２ｋｃ３ １

－２ｃ３ξ＋槡 Ｃ
ｄｙ，

这里ξ＝ｋ（ｔ）ｘ＋ｌ（ｔ）ｙ－ｃ（ｔ），ｃ（ｔ）＝

∫
ｔ

ａ
－２α（ｓ）ａ０（ｓ）ｋ（ｓ）ｄｓ．

　　 综上可以看出，本文将方程（４）中的ｎ推广到
其它正整数的情形，从而构造出（２＋１）维Ｂｒｏｅｒ－
ｋａｕｐ系统更加复杂的精确解。
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