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摘要：引入多元函数对称偏导和对称可微的定义，讨论多元函数在对称偏导数意义下的Ｔａｙｌｏｒ公式及多元函

数对称可微的充分条件和必要条件．
关键词：对称偏导数　Ｔａｙｌｏｒ公式　方向对称导数　对称可微
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　　对称导数是导数的推广，它在数值分析、测度论

等领域有重要应用，许多学者对其进行过研究．文献

［１］给出一阶对称导数的定义，讨论了对称导数与普

通导数的关系．文献［２］讨论实函数的对称导数及对

称导数的基本性质，研究对称可微函数的广义中值

定理．文献［３］研究二元函数对称偏导数，讨论对称

偏导数的性质，给出广义的微分中值定理，得到二元

函数 对 称 偏 导 数 的 Ｔａｙｌｏｒ公 式．文 献［４］将Ｌｉｐｓ－

ｃｈｉｔｚ函数的 对 称 导 数 推 广 到 量 子 对 称 导 数．文 献

［５］研究达布函数的对称导数和单调性、凸性关系．
文献［６］将对称导数运用到数学规划中，对凸规划中

的一些基本最优性和对偶定理进行扩展．其他有关

对称导数的研究可参见文献［７～１３］．
　　从现有的文献可以看出，大部分研究仅限于讨

论一元或二元函数的对称导数理论及应用，对多元

函数的研究相对较少．本文在上述研究的基础上引

入多元函数的对称偏导数和对称可微的定义，讨论

多元函数在对 称 偏 导 数 下 的Ｔａｙｌｏｒ公 式 及 多 元 函

数对称可微的充分条件和必要条件，并举例说明理

论结果的意义．

１　预备知识

　　根据文献［３，１４～１５］，我们类比普通导数意义

下多元函数的偏导数、方向导数、可微及高阶偏导数
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的定义，得 到 多 元 函 数 在 对 称 导 数 意 义 下 的 相 应

定义．
　　定义１　设多元函数ｚ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）定

义在Ｐ０（ｘ１０，ｘ２０，…，ｘｍ０）的邻域Ｕ（Ｐ０）Ｒｍ 内，ｘｉ

＝ｘｉ０（常数），ｉ＝１，２，…，ｍ．若ｌｉｍ
ｈｊ→０

（ｆ（ｘ１０，ｘ２０，…，

ｘｊ－１０ ，ｘｊ０＋ｈｊ，ｘｊ＋１０ ，…，ｘｍ０）－ｆ（ｘ１０，ｘ２０，…，ｘｊ－１０ ，ｘｊ０－
ｈｊ，ｘｊ＋１０ ，…，ｘｍ０））／２ｈｊ 存在，则称此极限是多元函数

ｚ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）在Ｐ０（ｘ１０，ｘ２０，…，ｘｍ０）点 关 于

ｘｊ 的 对 称 偏 导 数，记 作 ｚｓｘｊ（ｘ１０，ｘ２０，…，ｘｍ０）或

ｆｓｘｊ（ｘ１０，ｘ２０，…，ｘｍ０）或
槇
ｚ
槇
ｘｉ

．

　　注１　若多元函数ｚ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）在 定

义域Ｇ（ＧＲｍ）上每一点Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）都存在

关 于 ｘｊ（ｊ ＝ １，２，…，ｍ）的 对 称 偏 导 数，则 称

ｚｓｘｊ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）或ｆｓｘｊ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）或
槇
ｚ
槇
ｘｉ

为

多元函数ｚ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）在定义域Ｇ上关于

ｘｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）的对称偏导函数．
　　定 义２　设 多 元 函 数ｚ＝ｆ（ｘ），ｘ＝ （ｘ１，ｘ２，
…，ｘｍ）在点Ｍ∈Ｒｍ 的邻域Ｕ（Ｍ）Ｒｍ 内有定义，

ｈ是空间Ｒｍ 中的单位向量，ｔ∈Ｒ．若极限

　　ｌｉｍ
ｔ→０＋

ｆ（Ｍ＋ｔｈ）－ｆ（Ｍ－ｔｈ）
２ｔ

存在，则称此极限为多元函数ｚ＝ｆ（ｘ）在Ｍ点沿ｈ
方向的对称偏导数，记作ｆｓｈ（Ｍ）．
　　定义３　设多元函数ｚ＝ｆ（ｘ），ｘ＝ （ｘ１，ｘ２，
…，ｘｍ）在区域Ｇ（ＧＲｍ）内有定义，Ｍ∈Ｇ．若多

元函数ｚ＝ｆ（ｘ）在Ｍ 点沿任意方向的对称导数都

存在，则称函数ｚ＝ｆ（ｘ）在Ｍ 点对称可微．
　　注２　若多元函数ｚ＝ｆ（ｘ），ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，

ｘｍ）在定义域Ｇ（ＧＲｍ）上每一点都对称可微，则
称多元函数ｚ＝ｆ（ｘ）在定义域Ｇ上对称可微．
　　引理１　若多元函数ｚ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）在区域

Ｇ（ＧＲｍ）上对称可微，一元函数ｘｉ＝ｘｉ（ｔ）（ｉ＝１，２，
…，ｍ）关于ｔ∈Ｒ对称可导，则复合函数ｚ＝ｆ［ｘ１（ｔ），

ｘ２（ｔ），…，ｘｍ（ｔ）］关于ｔ也对称可导，且

　　ｄ
～

ｚ

ｄ
～

ｔ
＝∑

ｍ

ｉ＝１

槇
ｚ
槇
ｘｉ
·ｄ

～

ｘｉ

ｄ
～

ｔ
．

　　证明　若给ｔ以 变 量Δｔ，则 相 应ｘｉ（ｉ＝１，２，
…，ｍ）的改变量为

　　Δｘｉ＝ｘｉ（ｔ＋Δｔ）－ｘｉ（ｔ－Δｔ），ｉ＝１，２，…，ｍ．

由于多元函数ｆ对称可微，故有

　　Δｚ＝∑
ｍ

ｉ＝１

槇
ｚ
槇
ｘｉ
·Δｘｉ＋ο（ ∑

ｍ

ｉ＝１

（Δｘｉ）槡
２），

　　即

　　ΔｚΔｔ＝∑
ｍ

ｉ＝１

槇
ｚ
槇
ｘｉ
·Δｘ

ｉ

Δｔ ＋
ο（ ∑

ｍ

ｉ＝１

（Δｘｉ）槡
２）

Δｔ
．

　　又因ｘｉ＝ｘｉ（ｔ）（ｉ＝１，２，…，ｍ）关于ｔ对称可

导，故当Δｔ→０时，也有Δｘｉ→０．于是

　　ｌｉｍ
Δｔ→０

ο（ ∑
ｍ

ｉ＝１

（Δｘｉ）槡
２）

Δｔ ＝ｌｉｍ
Δｔ→０

ο（ ∑
ｍ

ｉ＝１

（Δｘｉ）槡
２）

∑
ｍ

ｉ＝１

（Δｘｉ）槡
２

·

∑
ｍ

ｉ＝１

（Δｘ
ｉ

Δｔ
）槡
２

＝０．

所以

　　
珟ｄｚ
珟ｄｔ＝ｌｉｍΔｔ→０

Δｚ
Δｔ＝∑

ｍ

ｉ＝１

槇
ｚ
槇
ｘｉ
·
珟ｄｘｉ
珟ｄｔ ．

　　定义４　设多元函数ｚ＝ｆ（ｘ），ｘ＝ （ｘ１，ｘ２，…，

ｘｍ）对每个变量ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）都有对称偏导数
槇
ｆ
槇
ｘｉ

，那么此对称偏导数作为一个新函数
槇
ｉｆ（ｘ１，ｘ２，…，

ｘｍ）同样关于某个ｘｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）可以有对称偏导

数
槇
ｊ（

槇
ｉｆ）（ｘ）．我们称

槇
ｊ（

槇
ｉｆ）（ｘ）为多元函数ｆ关于

变量ｘｉ，ｘｊ 的二阶对称偏导数，记作

槇
　　ｊｉｆ（ｘ）或

槇
２ｆ

槇
ｘｊ

槇
ｘｉ
（ｘ）．

　　根据以上二阶对称偏导数的定义，不妨假设已

经定义ｋ阶对称偏导数

槇
　　ｉ１ｉ２…ｉｋｆ（ｘ）＝

槇
ｋｆ

槇
ｘｉ１

槇
ｘｉ２…

槇
ｘｉｋ

（ｘ），

那么，运用数学归纳法得到ｋ＋１阶对称偏导数
槇

　　ｉｉ１ｉ２…ｉｋｆ（ｘ）＝
槇
ｉ（

槇
ｉ１ｉ２…ｉｋｆ）（ｘ）．

　　引理２［１０］　若多元函数ｚ＝ｆ（ｘ），ｘ＝ （ｘ１，

ｘ２，…，ｘｍ）关于ｘｉ，ｘｊ 的 二 阶 对 称 偏 导 数
槇
ｊｉｆ（ｘ）

和关于ｘｊ，ｘｉ 的二阶对称偏导数
槇
ｉｊｆ（ｘ）都在点ｘ０

＝ （ｘ１０，ｘ２０，…，ｘｍ０）连续，则 槇
ｊｉｆ（ｘ０）＝

槇
ｉｊｆ（ｘ０）．

　　引理３［１０］　设一元函数ｆ在（ａ，ｂ）上有直到ｎ
－１阶的连续对称导数，在 （ａ，ｂ）上存在ｆ?ｎ?，ｘ０，ｘ

∈ （ａ，ｂ），则

　　ｆ（ｘ０）＋ｆ
ｓ（ｘ０）
１！

（ｘ－ｘ０）＋ｆ
ｓ（ｘ０）
２！

（ｘ－ｘ０）２＋
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…＋ｆ
?ｎ－１?（ｘ０）
（ｎ－１）！

（ｘ－ｘ０）ｎ－１＋ｆ
?ｎ?（ｘ２）
ｎ！

（ｘ－

ｘ０）ｎ ≤ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ０）＋ｆ
ｓ（ｘ０）
１！

（ｘ－ｘ０）＋

ｆ?２?（ｘ０）
２！

（ｘ－ｘ０）２＋…＋ｆ
?ｎ－１?（ｘ０）
（ｎ－１）！

（ｘ－

ｘ０）ｎ－１＋ｆ
?ｎ?（ｘ１）
ｎ！

（ｘ－ｘ０）ｎ，

其中ｘ１，ｘ２ ∈ （ａ，ｘ０），ｆ?ｎ? 表示ｎ阶对称导数．

２　主要结果

　　定理１　如果多元函数ｆ（ｘ）在点ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，

ｘｍ）∈Ｒｍ 的邻域Ｕ（ｘ）Ｒｍ 上有定义，并且存在ｎ阶

连续的对称偏导数，［ｘ，ｘ＋ｈ］Ｕ（ｘ），那么

　　∑
ｎ－１

ｋ＝０

１
ｋ！
（ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋ … ＋ｈｍ

槇
ｍ）ｋｆ（ｘ）＋

１
ｎ！
（ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋ｈｍ

槇
ｍ）ｎｆ（ｘ＋ｈ１）≤

ｆ（ｘ＋ｈ）≤∑
ｎ－１

ｋ＝０

１
ｋ！
（ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋

ｈｍ
槇
ｍ）ｋｆ（ｘ）＋１ｎ！

（ｈ１
槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋

ｈｍ
槇
ｍ）ｎｆ（ｘ＋ｈ２）， （１）

其中ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ），ｆ（ｘ＋ｈ）＝ｆ（ｘ１＋
ｈ１，ｘ２＋ｈ２，…，ｘｍ＋ｈｍ），ｆ（ｘ＋ｈ１）＝ｆ（ｘ１＋ｈ１１，

ｘ２＋ｈ２１，…，ｘｍ＋ｈｍ１），ｆ（ｘ＋ｈ２）＝ｆ（ｘ１＋ｈ１２，ｘ２＋
ｈ２２，…，ｘｍ＋ｈｍ２），０＜ｈｉ１，ｈｉ２ ＜ｈｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ．
　　证明　对于辅助函数φ（ｔ）＝ｆ（ｘ＋ｔｈ），由已

知条件知其定义在闭区间０≤ｔ≤１上，并且存在ｎ
－１阶连续的对称导数和ｎ阶对称导数［１０］．因此，由
一元函数 在 对 称 导 数 下 推 广 的 Ｔａｙｌｏｒ公 式（引 理

３）可以得到

　　∑
ｎ－１

ｋ＝０

φ
〈ｋ〉（０）
ｋ！ｔ

ｋ＋φ
〈ｎ〉（ｔ１）
ｎ！ ｔｎ ≤φ（ｔ）≤

∑
ｎ－１

ｋ＝０

φ
〈ｋ〉（０）
ｋ！ｔ

ｋ＋φ
〈ｎ〉（ｔ２）
ｎ！ ｔｎ ，

其中ｔ１，ｔ２ ∈ ［０，１］，φ
〈ｋ〉（ｔ）表 示ｋ阶 对 称 导 数．于

是，当ｔ＝１时，有

　　∑
ｎ－１

ｋ＝０

φ
〈ｋ〉（０）
ｋ！ ＋φ

〈ｎ〉（ｔ１）
ｎ！ ≤φ（１）≤∑

ｎ－１

ｋ＝０

φ
〈ｋ〉（０）
ｋ！ ＋

φ
〈ｎ〉（ｔ２）
ｎ！ ． （２）

　　φ（１）＝ｆ（ｘ＋ｈ）＝ｆ（ｘ
１＋ｈ１，ｘ２＋ｈ２，…，ｘｍ

＋ｈｍ），

　　φ（０）＝ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ
１，ｘ２，…，ｘｍ）．

再求φ
ｓ（ｔ），φ

〈２〉（ｔ），…，φ
〈ｋ〉（ｔ），即求复 合 函 数ｆ（ｘ１

＋ｔｈ１，ｘ２＋ｔｈ２，…，ｘｍ＋ｔｈｍ）的高阶对称导数．由引

理１及引理２，有

　　φ
ｓ（ｔ）＝（ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋ｈｍ

槇
ｍ）ｆ（ｘ＋ｔｈ），

　　φ
〈２〉（ｔ）＝ ［φ

ｓ（ｔ）］ｓ ＝ ［（ｈ１
槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋

ｈｍ
槇
ｍ）ｆ（ｘ＋ｔｈ）］ｓ ＝ｈ１（ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋

ｈｍ
槇
ｍ）

槇
１ｆ（ｘ＋ｔｈ）＋ｈ２（ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋

ｈｍ
槇
ｍ）

槇
２ｆ（ｘ＋ｔｈ）＋…＋ｈｍ（ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋

ｈｍ
槇
ｍ）

槇
ｍｆ（ｘ＋ｔｈ）＝ｈ１　ｈ１

槇
１１ｆ（ｘ＋ｔｈ）＋…＋

ｈ１　ｈｍ
槇
１　ｍｆ（ｘ＋ｔｈ）＋ｈ２　ｈ１

槇
２１ｆ（ｘ＋ｔｈ）＋…＋

ｈ２　ｈｍ
槇
２　ｍｆ（ｘ＋ｔｈ）＋…＋ｈｍｈ１

槇
ｍ１ｆ（ｘ＋ｔｈ）＋…＋

ｈｍｈｍ
槇
ｍｍｆ（ｘ＋ｔｈ）＝ （ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋

ｈｍ
槇
ｍ）２　ｆ（ｘ＋ｔｈ）．

于是，由数学归纳法可得

　　φ
〈ｋ〉（ｔ）＝ （ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋ｈｍ

槇
ｍ）ｋｆ（ｘ＋

ｔｈ）．
令ｔ＝０，有

　　φ
〈ｋ〉（０）＝ （ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋ｈｍ

槇
ｍ）ｋｆ（ｘ）．

将上述结果代入（２）式中，得

　　∑
ｎ－１

ｋ＝０

１
ｋ！
（ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋ｈｍ

槇
ｍ）ｋｆ（ｘ）＋

１
ｎ！
（ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋ｈｍ

槇
ｍ）ｎｆ（ｘ＋ｈ１）≤

ｆ（ｘ＋ｈ）≤∑
ｎ－１

ｋ＝０

１
ｋ！
（ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋ｈｍ

槇
ｍ）ｋ·

ｆ（ｘ）＋１ｎ！
（ｈ１

槇
１＋ｈ２

槇
２＋…＋ｈｍ

槇
ｍ）ｎｆ（ｘ＋

ｈ２），
其中ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ），ｆ（ｘ＋ｈ）＝ｆ（ｘ１＋
ｈ１，ｘ２＋ｈ２，…，ｘｍ＋ｈｍ），ｆ（ｘ＋ｈ１）＝ｆ（ｘ１＋ｈ１１，ｘ２

＋ｈ２１，…，ｘｍ＋ｈｍ１），ｆ（ｘ＋ｈ２）＝ｆ（ｘ１＋ｈ１２，ｘ２＋ｈ２２，
…，ｘｍ＋ｈｍ２），０＜ｈｉ１，ｈｉ２ ＜ｈｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ．
　　定理２　设多元函数ｚ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）在

其定义域内某一点Ｍ 处对称可微，则多元函数ｆ在

Ｍ 点 关 于 每 个 自 变 量 的 对 称 偏 导 数 存 在，即

ｆｓｘｊ（Ｍ）（ｊ＝１，２，…，ｍ）存在．
　　定 理２的 证 明 由 对 称 可 微 的 定 义（定 义３）
易得．
　　定理３　设多元函数ｚ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）的

对称偏导数ｆｓｘｊ（Ｍ）（ｊ＝１，２，…，ｍ）在点Ｍ 的某一

邻域Ｕ（Ｍ）Ｒｍ 内存在，且ｆｓｘｊ（Ｍ）（ｊ＝１，２，…，

ｍ）在点Ｍ 处它 们 都 连 续，则 多 元 函 数ｚ＝ｆ（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｍ）在该点对称可微．

３７张浩奇：基于对称偏导数的多元函数Ｔａｙｌｏｒ公式及可微性分析 　 　　



　　证明　设ｈ＝ （ｈ１，ｈ２，…，ｈｍ）是Ｒｍ 中任意方

向的单位向量，则

　　ｌｉｍ
ｔ→０＋

ｆ（Ｍ＋ｔｈ）－ｆ（Ｍ－ｔｈ）
２ｔ ＝ｌｉｍ

ｔ→０＋
（ｆ（ｘ１ ＋

ｔｈ１，ｘ２＋ｔｈ２，…，ｘｍ＋ｔｈｍ）－ｆ（ｘ１－ｔｈ１，ｘ２－ｔｈ２，
…，ｘｍ－ｔｈｍ））／２ｔ＝ｌｉｍ

ｔ→０＋
［（ｆ（ｘ１＋ｔｈ１，ｘ２＋ｔｈ２，…，

ｘｍ＋ｔｈｍ）－ｆ（ｘ１－ｔｈ１，ｘ２＋ｔｈ２，…，ｘｍ＋ｔｈｍ））／

２ｔ＋（ｆ（ｘ１－ｔｈ１，ｘ２＋ｔｈ２，…，ｘｍ＋ｔｈｍ）－ｆ（ｘ１－
ｔｈ１，ｘ２－ｔｈ２，…，ｘｍ＋ｔｈｍ））／２ｔ＋…＋（ｆ（ｘ１－ｔｈ１，

ｘ２－ｔｈ２，…，ｘｍ＋ｔｈｍ）－ｆ（ｘ１－ｔｈ１，ｘ２－ｔｈ２，…，

ｘｍ－ｔｈｍ））／２ｔ］．
　　由ｆｓｘｊ（Ｍ）（ｊ＝１，２，…，ｍ）的存在性及连续性

知上述极限存在，于是由对称可微的定义知函数在

该点对称可微．

３　实例

　　例１　讨 论 定 义 在 空 间 Ｒｍ 上 的 多 元 函 数

ｆ（ｘ１０，ｘ２０，…，ｘｍ０）＝｜ｘ１０＋ｘ２０＋…＋ｘｍ０｜在点Ｐ０（０，

０，…，０）的偏导数 与 对 称 偏 导 数，在 偏 导 数 意 义 下

的Ｔａｒｌｏｒ公式与在对称偏导数意义下的Ｔａｒｌｏｒ公

式及其可微性与对称可微性．
　　解　事实上，

　　ｆｓｘｊ（０，０，…，０）＝ｌｉｍ
ｈｊ→０

（ｆ（０，０，…，０，０＋ｈｊ，０，

…，０）－ｆ（０，０，…，０，ｘｊ０－ｈｊ，０，…，０））／２ｈｊ ＝

ｌｉｍ
ｈｊ→０

０
２ｈｊ ＝０

，

即对 称 偏 导 数ｆｓｘｊ（０，０，…，０）（ｊ＝１，２，…，ｍ）存

在．而

　　ｌｉｍ
ｈｊ→０

（ｆ（０，０，…，０，０＋ｈｊ，０，…，０）－ｆ（０，０，…，

０，０，０，…，０））／ｈｊ ＝ｌｉｍ
ｈｊ→０

｜ｈｊ｜
ｈｊ ＝

ｌｉｍ
ｈｊ→０＋

｜ｈｊ｜
ｈｊ ＝ｌｉｍ

ｈｊ→０＋

ｈｊ
ｈｊ ＝１

，

ｌｉｍ
ｈｊ→０－

｜ｈｊ｜
ｈｊ ＝ｌｉｍ

ｈｊ→０＋

－ｈｊ
ｈｊ ＝－１

烅

烄

烆
，
ｊ＝１，２，…，ｍ．

即偏导数ｆ′ｘｊ（０，０，…，０）（ｊ＝１，２，…，ｍ）不存在．
根据定 理１，我 们 不 难 发 现 例１中 多 元 函 数ｆ 在

Ｐ０（０，０，…，０）能用对称偏导数意义下的Ｔａｒｌｏｒ公

式展 开，但 由 文 献［１４］中 的 Ｔａｒｌｏｒ定 理 知，ｆ 在

Ｐ０（０，０，…，０）不能用偏导数意义下的Ｔａｒｌｏｒ公式

展开．再由定理３知，例１中多元函数ｆ在点Ｐ０（０，

０，…，０）是对称可微的，但由于其偏导数不存在，故

多元函数ｆ在点Ｐ０（０，０，…，０）不可微．
　　例１的结果表明，多元函数在某点偏导数不存

在时，其对称偏 导 数 可 能 存 在；多 元 函 数 在 某 点 不

能用偏导数意义下的Ｔａｒｌｏｒ公式展开时，可能可以

用对称偏导数意义下的Ｔａｒｌｏｒ公式展开；多元函数

在某点不可微时，但有可能对称可微．
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