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几类有向图的优美性＊
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摘要：探讨三类由ｍ个有向圈Ｃ→ ４ 构成的有向图的优美性．给出他们的优美标号，证明这三类图都是优美图．
关键词：有向图　有向圈　优美标号　优美图
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　　优美图［１］在通讯网络，Ｘ?射线晶体学，雷达和

无线电定位，编码理论，射电天文学等领域都有重要

的应用，因此与优美图相关的研究已成为图论中非

常活跃的课题之一，很多数学工作者在此方面进行

过研究．目前关于无向图的优美性理论已取得了很

多成果［２，３］，但 是 关 于 有 向 图 的 优 美 性 研 究 成 果 尚

不多见，尤其 对 有 向 圈 的 研 究．本 文 探 讨 三 类 由ｍ
个有向圈Ｃ→ ４ 构成的有向图的优美性，证明这三类图

都是优美图．
　　定义１［１］　设图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是有ｐ个顶点ｑ条

弧的有向图，如果存在一个单射ｆ：Ｖ（Ｇ）→｛０，１，２，
…，ｑ｝，使得对所有的弧（ｕ，ｖ）∈Ｅ（Ｇ），由ｆ＊（ｕ，ｖ）

＝ ［ｆ（ｖ）－ｆ（ｕ）］（ｍｏｄ（ｑ＋１））导 出 的 映 射ｆ＊：

Ｅ（Ｇ）→｛１，２，…，ｑ｝是一个双射，则称ｆ是有向图Ｇ
的一个优美标号．此时称有向图Ｇ是优美的．
　　 定理１　 有向图∧

→Ｃ４，ｍ 是优美图．
　　 证明 　 由如图１易知ｑ＝５ｍ－１．

图１　 有向图∧
→Ｃ４，ｍ

　　 令

　　ｆ（ｖｉ）＝ｉ－１２
，ｉ＝１，３，５，…，４　ｍ－１；

　　ｆ（ｖｊ）＝５　ｍ－ ３４ｊ
，ｊ＝４，８，１２，…，４　ｍ；

　　ｆ（ｖｔ）＝５　ｍ－１－ ３４
（ｔ－２），ｔ＝２，６，１０，…，４　ｍ－２；

易知以上标号ｆ：Ｖ（Ｇ）→ ｛０，１，２…，ｑ｝为单射．再令

　　ｆ＊（ｖｉ＋３，ｖｉ）＝ ［ｆ（ｖｉ）－ｆ（ｖｉ＋３）］（ｍｏｄ（ｑ＋１））＝

５ｉ＋７
４
，ｉ＝１，５，９，…，４　ｍ－３；

　　ｆ＊（ｖｉ，ｖｉ＋１）＝ ［ｆ（ｖｉ＋１）－ｆ（ｖｉ）］（ｍｏｄ（ｑ＋１））＝

５　ｍ－５ｉ－１４
，ｉ＝１，５，９，…，４　ｍ－３；

　　ｆ＊（ｖｉ，ｖｉ＋１）＝ ［ｆ（ｖｉ＋１）－ｆ（ｖｉ）］（ｍｏｄ（ｑ＋１））＝

５　ｍ－５ｉ＋１４
，ｉ＝３，７，１１，…，４　ｍ－１；

　　ｆ＊（ｖｉ，ｖｉ＋１）＝ ［ｆ（ｖｉ＋１）－ｆ（ｖｉ）］（ｍｏｄ（ｑ＋１））＝

５ｉ－２
４
，ｉ＝２，６，１０，…，４　ｍ－２；

　　ｆ＊（ｖｉ，ｖｉ＋３）＝ ［ｆ（ｖｉ＋３）－ｆ（ｖｉ）］（ｍｏｄ（ｑ＋１））＝

５　ｍ－５ｉ＋５４
，ｉ＝３，７，１１，…，４　ｍ－５；

　　 易见ｆ＊：Ｅ（Ｇ）→｛１，２，…，ｑ｝是一个双射，即ｆ为有向

图∧
→Ｃ４，ｍ 的优美标号，故有向图∧

→Ｃ４，ｍ 是优美图．

　　性质１　对于任意正整数ｍ，优美有向图∧
→Ｃ４，ｍ

中任一有向圈Ｃ（ｉ）→４ 的弧优美值之和为１０ｍ．

　　 证明 　 设 第ｔ个 有 向 圈Ｃ（ｔ）→
４ ，其 顶 点 依 次 为

ｖ４ｔ－３ｖ４ｔ－２ｖ４ｔ－１ｖ４ｔ，则其弧优美值之和为

DOI:10.13657/j.cnki.gxkxyxb.2013.02.019



　　ｆ＊（ｖ４ｔ－３，ｖ４ｔ－２）＋ｆ＊（ｖ４ｔ－２，ｖ４ｔ－１）＋

ｆ＊（ｖ４ｔ－１，ｖ４ｔ）＋ｆ＊（ｖ４ｔ，ｖ４ｔ－３）＝５ｉ＋７４ ＋５ｍ－

５ｉ－１
４ ＋５ｍ－５

（ｉ＋２）＋１
４ ＋５

（ｉ＋１）
４ ＝１０ｍ．

　　 定理２　 由ｍ个同向有向圈Ｃ→ ４ 通过相对两个

顶点重合而构成的有向图（这里记作 →Ｃ４，ｍ）是

优美的．
　　 证明 　 由图２知，图 →Ｃ４，ｍ 中有ｍ个有向

圈Ｃ→ ４，第ｉ个有向圈Ｃ（ｉ）→
４ 的顶点依次为ｘｉｘ０ｘ２　ｍ＋１－ｉｙ０，

易得ｑ＝４ｍ．再令

　　ｆ（ｘ０）＝０，ｆ（ｙ０）＝２ｍ，ｆ（ｘｉ）＝２ｉ－１，ｉ＝１，

２，…，ｍ．
易证ｆ为有向图 →Ｃ４，ｍ 的优美标号，即

→Ｃ４，ｍ 是优美图．

图２　 有向图 →Ｃ４，ｍ
　　 性质２　 对于任意正整数ｍ，优美有向图

→Ｃ４，ｍ 中 任 一 有 向 圈Ｃ（ｉ）→４ 的 弧 优 美 值 之 和 均 为

８ｍ＋２．
　　 定理３　 将两个有向图 →Ｃ４，ｍ 入度为ｍ的

一个顶点与另个→Ｃ４，ｍ 入度为ｍ 的一个顶点，通过

两个公共顶点粘合而成的图（图３，这里记作

２→Ｃ４，ｍ）是优美的．

　　 证明　图２→Ｃ４，ｍ左侧是ｍ个有向圈Ｃ→ ４，且

第ｉ个Ｃ（ｉ）→
４ 顶点为ｘｉｙ０ｘ２　ｍ＋１－ｉｙ１，右侧也是ｍ个有向

圈Ｃ→ ４，且第ｉ个Ｃ（ｉ）→
４ 顶点为ｘ２　ｍ＋ｉｙ１ｘ４　ｍ＋１－ｉｙ２，易得ｑ＝

８ｍ．令

　　ｆ（ｙ０）＝０，ｆ（ｙ１）＝ｍ，ｆ（ｙ２）＝２ｍ，

　　ｆ（ｘｉ）＝８ｍ＋１－ｉ，ｉ＝１，２，３，…，４ｍ．
易证ｆ为有向图２→Ｃ４，ｍ 的优美标号，即

２→Ｃ４，ｍ 是优美图．

图３　 有向图２→Ｃ４，ｍ
　　 性质３　 对于任意正整数ｍ，优美有向图

２→Ｃ４，ｍ 中任一有向圈Ｃ（ｉ）→４ 的弧优美值之和均为

１６ｍ＋２．
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科学家攻克磁共振成像新技术

　　微神经纤维以微电子信号的形式传递信息，脑白质就是由数以十亿计的微神经纤维所构成。每个神经
纤维都由一种叫髓磷脂的脂肪物质包裹着，从而能够提高这些电子信号的行进速度。利用髓磷脂分子结构
方面的知识，英国物理学家发明了一种新的磁共振成像技术生成图像模型。模型中用又长又细而且带有特
殊（具有各向异性的）磁性的空心管代表神经纤维。此模型解释了图像对比取决于脑白质中的纤维取向，并
且也具有从磁共振图像中推断出神经纤维的尺寸、方向等信息的潜力。利用该模型对健康志愿者进行的扫
描实验以及由此制作的髓鞘模型都显示，利用相当简单的成像技术即可生成尺寸、方向等更为具体的神经纤
维微观信息，能够方便地观察神经纤维。这项新技术有望提高多发性硬化症等脑部疾病的诊断率和监测效
果。 （据科学网）
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