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摘要：提出图 W *P 的概念，并在 0(rood 2)且n≥4，k； 1(mod 2)，k O(mod 2)和 i 1(mod 2)且 

≥ 5，k 1(mod 2)，k O(mod 2)时，证明图W P 是优美的． 
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Abstract：The notion ofW * is introduced．Then，when 三 0(mod 2) ≥ 4，志兰 1(mod 

2)，k三 0(mod 2)and 兰 1(rood 2)n≥ 5，k三 1(rood 2)，k兰 0(rood 2)w *P îs proved to 

be an graceful graph． 

Key words：graceful graph，wheel graph，labeling 

1967年，Rosa首次提出图的优美标号，随后图 

的优美性引起了许多学者 的关 注，经过几十年的研 

究 ，图的优美标号已经取得较多的成果L1州]．基于文 

献[7，8]中轮图的优美性，本文先提出图W *P 的 

概念，再证明，当 三0(rood 2)且n≥4，k三1(rood 

2)，忌三 0(rood 2)和 三 1(mod 2)且 ≥ 5，k三 

1(rood 2)，走三 O(rood 2)时，图训 P 是优美的． 

1 基本定义 

定义1[。 对于一个 q条边的简单图G一(V， 

E)，如果存在一个单射 f：V(G)一 {0，1，2，⋯，q}， 

使得对所有的边 e一{删 }∈E(G)，由 厂*(uv)一 

1-厂(“)一-厂( )l导出 E(G)一 {1，2，3，⋯，q}是一个 

一 一 对应，则称 G是优美图，，是G的优美标号，或 

优美值． 

定义 2 由顶点度数为 的轮图W 的顶点与 

长度为k的路P 的一端的顶点粘接在一起所得到 

的图称为蘑菇图，记作图W * ． 

本文图论术语除特别说明外，均来自文献[9]． 
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2 主要结果 

定理 1 当T／三 1(rood 2)且 ≥ 5，是三 1(mod 

2)时，图W *P 是优美图． 

证明 因为在图 W *P 中共有 2 +k条边， 

其中度数为 +1的顶点记为 ．为方便叙述，规定 

图 硼 *P 的顶点记号如图 1所示． 
U 

＼＼ 

LV  

图 1 图 (u 

图 1的顶点标号如下 ： 

厂( 一 )一 一1， 1，2，3，⋯， ， 

，( )一，( )+ 1=== ， 

，(“ )一厂( )+( —1)×2： +2i， ： 



黄立强：图 *P 的优美性 1O7 

1，2，3，⋯ ， ， 

一  + 4- + ， 

。)+ (i-- 1)× (一 2)一 + 

2，z+( 一1)×(一2)一生 +2 一2i， 一 1，2，3，⋯ ， 

竹一 3 

2 ’ 

f(u．-1)一f(u2)+ 1，f(u )一厂(“，r )+ 2一 

f(u2)+3， 

f(v~-1)一f(u )+ 1一f(u2)+4， 

f(v2 )一f(vo)+ i× (一 1)，i一0，l，2，3，⋯， 

忌一 1 

2 ’ 

厂( )一 +2 ，厂( 。)一是+2 ． 

再验证 ，是 图 1的一个优美标号． 

因为 厂( )一 一1，N i=I，2，⋯ ， ，所以 

当 取遍 1，2，3，⋯， 时，厂( 。卜 )取遍o，1，2，3， 

尼一 1 
⋯

’—  ’ 

因为 厂( 1)一厂( )+1：=：—k+ l一1+1=k+
z 

l
， 

厂( zH)一，( )+( 一1)×2一生 +2i一2一 

Tk--3+2i
，所 以当 取遍 1，2，⋯， 时，厂( 一 ) 

取遍 2 ， ，⋯， + ． 

因为 厂( 。)===厂( z)+4-- + ，厂( ) 

===厂(“z)+( 一1)×(一2)一—k-- 3+2 一2i
，所以当 

取遍 1，2，3，⋯， 时 ，厂( )取遍 + 2 ， 

+ 2⋯ ， 

因为 厂( )一厂( z)+ 1一 +2 + 1一 

生 +2 
，
N f(“ )一，( z)+3一Tk--7+2 +3=：： 

生 +2 
，
厂( H )一厂(“z)+4一生 +2 

，厂( ) 

一 f(v。)一i一是+2n—i，所 以当 i取遍 0，1，2，3，⋯， 

Tk--1时
，厂( 2 )取遍 忌+2 ，k+2 一1，k+2n一2， 

⋯

， +2n,显然 厂：v(G)一 {0，1，2，⋯，q}是一 

个单射． 

因为 与“2 1，U2汁1相邻，而 -厂*( 2 1)=== 

I f(u2f)一f(u2 1)l一2n一4i，f*(“2 “2汁1)一 

I-厂( 2 )一f(u2汁1)l一2 一4 一2，其中i一1，2，3，⋯， 

， 所 以 当 取 遍 1，2，3，⋯， 时， 

-厂*( 2 2 一1)和 厂*( 2 U 2升1)取遍 2 一4，2n一6，2n 
一 8，2n一 10，⋯ ，6，4． 

因为 ，广 与 U 相邻，“ 与 U 相邻 ，所 以 

厂*(“ 2Urr-1) 一I ( 2) 一 厂( 1) l一 ， 

厂*( )一I f(u )一厂( )l一2． 

因为 与 z 相邻，而 -厂*( z )一I f(v )一 

f(u。 )I=2nm 2i一1，所以当i取遍 1，2，3，⋯， 

时 ， *( 女U 2 )取遍 2n一3，2n一5，⋯， +2． 

因为 与U 相邻，而-厂*( )一I f(v ) 

一 f(u )l一2i一1，所以当 i取遍 1，2，3，⋯， 

时 ，-厂*( 2 1)取遍 1，3，5，⋯， 一2． 

因为 与 2 ， 2斗 相邻，而厂*( zr_1 )一l 

f(v2 1)一f(v2 )1一是+2n+1—2 ，厂*( 2汁1 2 )一I 

f(vz升 )一f(vz )l一是+2n一2i，所 以当 i取遍 1，2， 

3，⋯， 时 ，f*( 7J2i)与 f*( 斗 V2i)取遍 忌 

+ 2 一 2，忌+ 2n— l，⋯ ，2 + 1，2 + 2． 

因为 。与 1相邻，而 -厂( 。)一是+2n，f(v1)一 

0，所以厂*( 。 1)一I f(v。)一f(v1)l一是+2n． 

所以由-厂*导出了E(G)一 {1，2，3，⋯，l E I} 

的一个一一对应．所以厂是 图 *P 的一个优美标 

号 ，从而图 训 *P 是一个优美图． 

定理2 当 三 1(rood 2)且 ≥ 5，忌三0(rood 

2)时 ，图 叫 *P 是优美图． 

证明 规定 图叫 *P 的顶点记号同样如图 1 

所示．给出图 叫 * 的顶点标号如下 ： 

f(v2 )一i，i一0，1，2，3，⋯，要， 

厂( )：==厂( )+1一 ， 

厂(“z )一，( )+( 一1)×2一Tk--2+2i
， 

1，2，3，⋯ ， ， 

厂( s)一 ，( z)+ 4一生 + 
，厂(“ )：=： 
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厂(“ )+ ( 一1)×(一2)，i一1，2，3，⋯， ， 

-厂(“一 )一f(uz)+ 1，f(u )一f(u 一1)+ 2一 

f(u2)+ 3， 

厂( )一厂( )+1一厂( )+4，厂(U2)一 

+ 2 ， 

f(v H)一f(v1)+(i一 1)×(一1)，i：：=1，2，3， 

⋯ ’ ’ 

同理定理 1可以验证 ，： (G)一 {0，1，2，⋯，q} 

是一个单射．所 以由 厂导出的，*：E(G)一 {1，，2， 

3，⋯，l E l}是一个一一对应 ，所以厂是 图W *P 的 

一 个优美标号，从而图W *P 是一个优美图． 

定理 3 当n三O(mod 2)且 ≥ 4，是三 1(rood 

2)时，图 W *P 是优美图． 

证明 图W *P 的顶点记号如图1，顶点标号 

如下 ： 

，( )一 一 1， 1，2，3，⋯， 

厂(“ )一，( )+1— k+_l
， 

厂( )一厂(“ )+(i-1)×2一 +2 ， 

1，2，3，⋯ ， ， 

厂(甜 一 )一厂( ，广。)+4一生 + 
， 

f(u2 )一_厂( 2)+(i-1)×(一2)，i一1，2，3，⋯， 

．

n
． ． ．  ． ．

--

． ． ． ． ． ． ． —

2
—  

2 ’ 

厂(“ )一厂( )+2一 ，，(“ )一厂(“z)+3， 

f(v 一 )一f(u )+1一f(u2)+4， 

f(v2 )一f(v。)+ i× (一 1)，i一0，1，2，3，⋯， 

2 ’ 

)一 + 2 ( 点+ 2 

再验证 -厂是图 1的一个优美标号． 

因为 ，( 。 )一 一1，而 一1，2，⋯， ，所以 

当 取遍 1，2，3，⋯， 时，，( z )取遍 o，1，2，3， 

走一 1 
⋯

’ —  。 

因为-厂(“ )===厂( )+1一Tk+l一1+1一Tk+l
， 

厂(“z )一，(甜 )+ ( 一 1)×2一 + 2i一2一 

Tk--3+2i
，所以当 取遍 1，2，⋯ ， 时，-厂( 一 ) 

取遍 2 ， ，⋯， 十 ． 

因为 厂( )一 (乱 。)+4一 + ，-厂( ) 

一  (“ )+( 一1)×(一2)-生 +2 +2—2i
，当 

取遍 1，2，3，⋯， 时，，(“z )取遍Tk+l+2 一 

4， + 2住_ 6’⋯ ， 

因为厂( 一 )=：：厂( )十2一Tk m 1+2一生去 ， 
-厂( )一 (“ )+3一生 +2，2+3

，-厂( )=：：_厂(“ ) 

+ 1一厂(“ )+4-- +2 +4，而 ，( z )一厂( ) 

一 i=k+2 — ，所以当 取遍 o，1，2，3，⋯ ， 时， 

厂( )取遍 k+2 ，k+2 一 1，k+2 一2，⋯， 

+ Z ． 

综 上所 述 f： (G)一 {0，1，2，⋯ ，q)是 一个 

单射． 

又因为 与“2 1，“2汁l相邻，而 ，*(u2 U 2H) 

一 I f(u2i)一f(u2 ){一2n一4i，其中 i一1，2，3，⋯， 

， 所 以 当 取 遍 1，2，3，⋯， 时， 

，*(“2 2 1)取遍 2 一4，2n一8，⋯ ，4． 

因为 -厂*( 2 2件1)一1 f(u2 )一f(u2~1)I=2n一 

4i一2，其中 i一1，2，3，⋯ ， ，所以当 i取遍 1，2， 

3，⋯， 时，f*( 甜2汁 )取遍 2n一 6，2n一 10， 

⋯

，6． 

因为 “ 与 “ 相邻 ， ，r 与 “ z相邻 ，所 以 

*(“一2“ 1)=：=I f(u~-2)一 厂(U r~-I) I一 一 1， 

，*( 1)一I f(u )一f(u 一1)I一2n一2． 

因为 与U 2 相邻，而 ，*(VkU z )一1 f(v )一 

厂( )l一2n--2i一1，所 以当 取遍 1，2，3，⋯， 

时 ，厂*( “2 )取遍 2n一3，2n一5，⋯， + 1． 

因为 与U 相邻，而 厂*( 2 )一I-厂( ) 

一 厂( )I=Zi一1，所以当i取遍 1，2，3，⋯， 
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时，厂*( U 2r．1)取遍 1，3，5，⋯， 一3． 

因为 732 与 2 1， 2件1相邻，而，*( 2 1 )一 

I f(v2 1)一f(v2 )I一走+2n+1—2 ，厂*( 2斗1 2 ) 

I f(v 汁。)一f(v。 )l一忌+2n一2i，所以当 i取遍 1， 

2，3，⋯ ， 时，f*(vzi-1 vzi)与 f*(vzi+l vzi)取遍 

是+ 2n一 1，是+ 2n一 2，⋯ ，2n+ 2，2n+ 1． 

因为 。与 相邻 ，而 f(v。)一k+2n，f(v )=== 

0，所以 _厂*( 1)一【f(v。)一f(v1)I—k+2n． 

所以由_厂*导出了E(G)一 {1，，2，3，⋯，l E I} 

的一个一一对应 ，所以 _厂是图W *P 的一个优美标 

号，从而图W *P 是一个优美图． 

定理4 当n三0(mod 2)且 ≥4，k三0(mod 

2)时，图 W *P 是优美图． 

证明 基于图 1给出图 W *P 的顶点标号． 

厂( 2 )一 ，i===0，1，2，3，⋯，妻， 

厂( )一厂( )+1一生妻 

厂(“ )一厂( )+( 一1)×2一 +2i， 

1，2，3，⋯ ， ， 

厂( )一，( 。)+4一 + ， 

f(u2 )一_厂( 2)+( 一1)×(一2)，i一1，2，3，⋯ ， 
一 2 

T ’ 

厂( 一 )一厂( )+2一 k+2
，厂(“ )一 

厂(U2)+3， 

f(vH )一f(u )+1一f(u2)+4， 

f(v2 1)一f(v1)+ ( 一1)×(一1)，i一1，2，3， 

是 
⋯

’ ’ 

同理可以验证 图 W *P 是一个优美图． 
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搜索算法有助发现肿瘤标志物 

(责任编辑：尹 闯) 

肿瘤临床治疗和肿瘤研究过程要找到肿瘤标志物需要经过大量的实验，不但费时而且费力。同时还存 

的另外一个问题是，在不 同的研究 中所发现的标志物总是各不相 同，无法相互印证。最近，德 国德 累斯顿 工 

业大学的研究人员发现这与搜索引擎在处理大量重复网页和超链接时所遇到问题颇有几分类似。于是他们 

对谷歌 网页排名算法进行改造 ，按与胰腺癌的相关性对 2万个蛋白质进行排序 ，结果从 中发现 了 7个肿瘤标 

志物。这些生物标志物可以帮助 医生对癌症早期的体液或 由手术 中所获得 的活体组 织进行检查，以确定 患 

者是否需要接受化疗。这些标志物除了可以帮助医生对患者的病情作出准确诊断治疗外，还能帮助研究人 

员据此开发 出新的抗癌药物，在临床上具有重要价值 。 

目前这些新的生物标志物看起来虽然比目前所使 用的更多更全面，但是它们还需要经过进一步的研 究 

和临床试验才能获得应用。 

(据科学网) 


