
广西科学 院学报 
Journal of Guangxi Academy of Sciences 

2012，28(2)：98～ 101 

Vo1．28，No．2 May 2012 

四边形网格上变系数抛物型方程有限体积元法的 L2 

模误差估计 

L2 Error Estimates of the Finite Volume Element 

M ethods for Parabolic Equations with Variable Coeffi- 

cients on Quadrilateral Meshes 

刘 胜，阳 莺一 

LIU Sheng。YANG Ying 

(桂林电子科技大学数学与计算科学学院，广西桂林 541004) 

(Department of Computational Science and Mathematics，Guilin University of Electronic 

Technology，Guilin，Guangxi，541004，China) 

摘要：在 h 拟平行四边形条件下，给出变系数抛物型方程一个半离散和两个全离散有限体积元格式的 L 模 

最佳收敛阶误差估计． 
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Abstract：The volume element methods for a kind of parabolic equations with variable coeffi— 

cients on quadrilateral networks are proposed．The L norms best convergence order error es— 

timates for both a semi—discrete and two full—discrete finite volume element schemes for para— 

bolic equations with variable coefficients are presented on h。quasi—parallel quadrilateral ele— 

m ents． 
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有限体积元法也称广义差分法，可以看成是一 

种广义 Galerkin法 ，该方法 由李荣华教授在求解椭 

圆边值问题时首先提 出l1]．这类方法介于有限元法 

和有限差分法之 间，是求解偏微分 方程 的一种 方 

法，与其他数值计算方法相比，有限体积元法得到 

的离散方程能更好地保持原微分方程的守恒性，各 

项物理意义明确，而且方程形式规范．关于四边形网 

格上的有限体积元法报道很多，文献E2-]在 h 拟平 
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行四边形条件下给出了椭圆方程解的 H 模误差估 

计．文献E3]在与文献Ez-I同样条件下讨论椭圆方程 

解的L 模误差估计．文献[4，5]分别讨论了抛物型 

方程在 h。一拟平行 四边形条件下半离散和全离散有 

限体积元格式下解的H 模和L 模误差估计．由于 

h 拟平行四边形条件限制过强，文献1-63将该条件 

减弱为h 一拟平行四边形条件，并在此条件下得到抛 

物型方程半离散和全离散格式下解的 L 模误差估 

计，但该文未考虑到变系数抛物型问题．本文在 h 

拟平行四边形条件下，基于变系数抛物型方程半离 

散和两个全离散有限体积元格式，考虑变系数抛物 

型方程有限体积元法，并给出 L 模最佳收敛阶误 

差估计． 

1 网格剖分条件及相关引理 

考虑如下抛物型方程的初边值问题 ： 
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．( z 
Iu(x， ，o)一 o(z， )，(z 

Y，￡)，(z， )E n， 

)∈ n，t一 0， 

∈ (0，T]． 

(1．1) 

其 中 R 为凸多边形区域 ，I1为其光滑边界，-厂 

是 ×[O，丁]的已知函数，另外 。同样为 区域上 

的函数． 

(1．1)式相应的变分形式为：求 — (·，￡)∈ 

H ( )(O≤ t≤ T)使得 

i(舞， )+n( ， )=(，， V ∈ (n)， 
l t E (0，T]， 

【u(x，Y，0)一Uo(z， )，(z， )E．0． 

(1．2) 

其中口( ， )一l A · vdxdy．(1．2)式的解称 

为(1．1)式的广义解． 

记n为凸多边形区域，边界 an为封闭折线， 

对此区域作 凸四边形 剖分 并记为 T ，该 四边形单 

元的最大长度为 h， 为节点集合， 一 ＼an为 

内节点集合，其中四边形单元的平均中心为各边中 

点连线的交点．如图 1所示 ，Q。为凸多边形内节点 ， 

口Q。Q Q ：Q。，口Q。QzQ。。Q。，口Q。Q。Q。 Q4， 

口Q。Q Q1 Q 

是以Q。为公共节点的四边形 ，C ( 一1，2，3，4)分别 

是它们的平均中心，C 节点集合用 表示，K。表 

示以C为中心的四边形单元，s 表示四边形单元 

K。的面积．假设 ( 一 】，2，3，4)分别 为线 段 

Q。Q( 一1，2，3，4)的中点，以Q。为中心依次连接 

M。，C ，Mz，C ，M3，C。，M ，C 形 成 多边 形 区域 并 

记为K‘；，称之为对偶单元，s古表示其对偶单元面 

积，相应 的对偶 单元 构成 的集合 记为对 偶 剖 

分 T ． 

图 1 对偶单 元 

假设原始剖分 T 和对偶剖分T 是拟均匀的， 

即存在正常数 c ，C ，C。且与剖分参数 h无关的， 

满足以下不等式 

C 。≤ S ≤ h ，V C E Q ， (1．3) 

C ≤ S ≤ Csh ，V Q E Q ． (1．4) 

再设 四边形单元 K。=口P P。P。P 满足 h2_拟 

平行四边形条件嘲，其中R点为四边形对角线的交 

点，各边的中点分别是Mi( 一1，2，3，4)(图2)，即 

I pl 2+ sP I≤ ， (1．5) 

等价于 
1 1 

k1一寺一0( )，k2一音一O( )． (1．6) 
厶 厶 

|P。 

l 
M l 2 

图 2 四边形网格单元 

设试探函数空间 为双线性函数空间，检验 

函数空间 为分片常数函数空间，Ⅱ 是试探函数 

空间到检验函数空间的插值投影算子．其中问题 

(1．1)式中的半离散有限体积元格式 ，全离散 向后 

Euler有限体积元格式和全离散 Crank—Nicolson有 

限体积元格式可参见文献[5]． 

对于二阶变系数椭圆型方程的边值问题 

广lv A 一 ∈ (1．7) I l 
r：an一 0，(z， )∈ r． 

其中n R。是一有界凸多边形区域，I1为该区域边 

界 ，A=(n ( ， ) )E W 且满足椭圆性条件 ， 

其相应的有限体积元格式为 

n( ̂ ， )̂一 (，， ̂ )，V ^∈ V ．̂ (1．8) 

引理 1．1[3] 对于四边形剖分 T ，U E H ( ) 

n H。(力)和 St E U 分别是 (1．7)式和(1．8)式的 

解 ，则 

Il 一 lI。≤ Ch。JI II。． (1．9) 

2 L 模最佳收敛阶误差估计 

假设下列各式中的四边形单元均符合条件 

(1．7)，(1．8)及(1．9)． 

2．1 半离散格式的 L 误差估计 

定理 2．1 令 和 分别是问题(1．2)和(1．1) 
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中的半离散有限体积元格式的解，则有 L 误差估 

计 

lI“一“ ll≤ c{II 一“。 lI。+ 

专̂ 【l“一“。 Il + 号II 一 。 ll + 

r， 

号I o l z+h [II“。lI。+l ll 。【】。d ]}． (2．1) 

证明 令 “一 一lD+ ，其中lD— —P “， 一 

P “一U ．由椭圆投影算子定义有 

lIp 1I。≤ 

ff 。 )． 

故只需估计 Il l_。． 

II II。≤Ch z(r 
J o 

(1．1)式的半离散有限体积元格式与(1．2)式相 

减可得 

a(“一 ，̂ )̂+ (z￡￡一 M ， )̂一0，V ∈ V ．̂ 

(2．3) 

再由椭圆投影算子定义得 

n( ， )+[( ， )+(pf， )]一0，V"61̂∈V ． 

(2．4) 

令(2．4)式中 一／／； ，贝0 

ll ll ， +丢 。( ，Ⅱ )一～(PI， )+ 
去[n( ，盯 )一日( ，Ⅱ )]． (2．5) 

由文献[4]以及有限元空间的逆性质有 

l a( ，Ⅱ )一口( ，Ⅱ 艿 )l≤ 

JJ酬 Jf j J ≤ C I J J J J J。． (2．6) 

由文献[5]及 ￡一Cauchy不等式有 

I(1D ，Ⅱ )l≤ C lI|D ll。IlⅡ lI。≤ 

c(1l + ll )． (2．7) 

于是 

l + ( ， )≤c(1lPf + d￡ ‘ 

ll )． (2．8) 

(2．8)式两边对 t求积分并利用 Gronwall不等式可 

得 

rf 2 f't I l ll dt≤C I dt+C ll (0) 
．  

J O 0，h J O ’ 

(2．9) 

在(2．4)式中取 一 ，即 

丢ll ， + ( ， )一一(Pf， )+ 
-_[n( ，／／； )一a( ，I1； )]． (2．10) 

由文献[6]，可得 

≤ Ch lIo'̂+ 

c(1l + lI I )． 

再利用 ￡一Cauchy不等式 ，上式两边对 t求积分且 由 

Gronwall不等式可得 

II ( )II ， ≤C ll (0)II +Ch I II II ． dt+ 
J 0 

rt 

CI lI lJ： (2．11) 
J U 

将(2．9)式代人(2．11)式右端得 

Il (￡){l。， ≤ C II (0)I 

Ch号If (O)J J 
．  

由椭圆投影算子的性质有 

l pt fl。d￡+ 

(2．13) 

Il lD lI。≤ l_P “ 一 l】。≤ c 。lI“ lI。， 

(2．14) 

ff (O)ff。≤ ff P 。一 。ff。十 ll U。一M ll。≤ 

lI 。ll。+ II“。一 。 Il。， (2．15) 

ll (O)Il ≤ lI P “。一“。_l + ll“。～“。 Il ≤ 

C I甜。I 2+ ll“。一 。 Il 1． (2．16) 

联立(2．2)式和 (2．13)～(2．16)式 的结果 ，则定理 

2．1得证． 

2．2 全离散格式的 ．L 误差估计 

定理 2．2 令 “和{U }分别是问题 (1．2)式和 

(1．1)式中的后 Euler有限体积元格式的解，则有 

L 误差估计 

_l u(t )～ “ lI。≤ C{lj 。一 “。̂ll。+ 

hz[1l no IJ3+r Jf fI。dt]+ r JI }Jodt)， 一 
0，1，2，⋯ ，M ． (2．17) 

证明 令 u(t )一 一 + ，其中 一u(t ) 
一

Phu(￡ )， ===P U(￡ )一 ．由椭 圆投影算子定义 

有 

lI』D，l_I。≤ u(t )l】。≤ 

Ch (I Il ll3dt+lI“。Il3)． (2．18) 

下面估计 lI II。． 

令(1．2)式中 t—t ，再与(1．1)式的向后 Euler 

有限体积元格式相减可得 

( (￡ )一 a “ ， )+ n( + ， )一 0， 

V ^∈ V ．̂ (2．19) 

令(2．19)式中 一Ⅱ a ，且由椭圆投影算子定义 

得 

+ 

d  ． 2l 2  

， 、 

O  

， 

+ 

O  

／ 

C 
≤ 

2  O  
●  

●  ●● d  

、 

(  

．̂．．．．．．J ． 即 

+ 

出 

3 (  

M 
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(a ，11；a )+a( ，1I；a )一 

(a P Û( )一 U ( )，II；a ”)． (2．2O) 

并记 一a P “( )一U ( )，于是 

( 一，Ⅱ n)+n( ，1I；-5 )一(r ， 

11；a )． (2．21) 

而由文献[5]可知 

(a ，J a )一 Il a l】 ， ． (2．22) 

由文献[4-1可知 

n( ，11；a )≥ 0． (2．23) 

由Schwarz不等式得 

I( ，11；a ”)l≤ 

ll Il。． ll a ll㈨． (2．24) 

从而再由文献[5]可得 

ll a ll。， ≤ C(1l II。．̂)． (2．25) 

由全离散格式差商 a 一( 一u[- )／3，得到 

ll lI。， ≤ C(1l 『I。， +r II r，l lI )． 

递推得 

l1oI ≤c( Ilol +r∑ IloI )． 

(2．26) 

利用范数的等价性得 

ll ll。≤c(Il Il。+r∑ lj，J ll。)． 

(2．27) 

再估计 lI，J Il。，令 ，J一一+ ，其中 

一 一 P ( )一 一13

tu(tj)一÷ 
一  

(Ph-- I) c出 ， 

一  (tj)一“ ( )一一 r(t--tj-1)Uudt． 
r J ￡— ．

1 

由椭圆投影算子定义可知 

∑ ll0≤÷∑ Ch l『。dt— 
j一1 ‘ J=1 0一 

Cr一 九z f‘ ll ll。d￡， (2．28) 

∑ 0 
J一1 

I。≤奎r 
i= 1 J t，一1 

U II。d ≤ 

r I II ll。dt． (2．29) 
J 0 

再由椭圆投影算子定义可得 

II ll。≤ l】P U。一 。Il。+ ll“。一U0̂ll。≤ 

ll U。ll。+ lI 。一“。 ll。． (2．30) 

将(2．28)～(2．3O)式代入(2．27)式得 

ll ll。≤ C{l】 。一U。 ll。+h2[1l“。ll。+ 
r 

f II II。出]+r l”II ll。dt)． (2．31) 
J 0 J 0 

联合(2．18)式和(2．31)式可知定理 2．2得证 

定理 2．3 令 “和{U )分别是问题(1．2)式和 

(1．1)式中的后 Crank—Nicolson有限体积元格式的 

解，则有 L 误差估计 

ll u(t )一 ll。≤ C{ll 。一 U。̂ll。+ 
， r， 

h [II 。II。+I II II。 ]+r l II‰II。 ， 一 
J 0 J 0 

0，1，2，⋯ ，M ． 
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