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摘要：研究某些 Sylow子群的极大子群或二次极大子群的半覆盖一远离性或 x一半置换性对有限群的P一幂零 

性的影响，得到有限群成为 P一幂零群的几个充分和必要条件． 
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Abstract：The influence of semi—cover—avoiding and X —semipermutable properties of maximal 

and 2-maximal subgroups of some Sylow subgroups on the P—nilpotency of finite groups are 

investigated．Some sufficient and necessary conditions for a finite group to be P—nilpotent are 

obtained． 
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近年来 ，利用子群的各种特性研究群的结构是 

群论工作者感兴趣的课题．半覆盖一远离性及 X一半 

置换性是子群的两种重要的特性 ，已成为了群论研 

究的热点之一．2006年文献Eli引入子群的半覆盖 一 

远离性 ，并利用该性质给出群为 p一可解 、可解和超 

可解的若干判别条件．此后，一些作者也利用子群的 

半覆盖一远离性得到有限群结构的若干刻画[2 ]．子 

群 的 X一半置换性是 由郭文彬等 于 2007年引入 

的．他们利用子群的 X一半置换性得到了有限群成 

为幂零群和超可解群等 的若干充分 和必要条件．子 

群 的 X一半置换性是子群置换性(拟正规性)、弱拟 

正规性和半正规性的统一推广． 
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本文继续研究子群的半覆盖 一远离性和 x一半 

置换性对有限群结构 的影 响．首先 ，给出两个例子， 

说明半覆盖一远离性与 x一半置换是两个独立的概 

念．其次 ，探讨某些 Sylow子群的极大子群或二次极 

大子群的半覆盖一远离性或 x一半置换性对有限群 

的 P一幂零性的影响，得到有限群成为 P一幂零群的 

几个充分和必要条件 ，推广了若干已知的结果． 

文中之群皆指有 限群 ，F (G)表示群 G 的 P— 

Fitting子群，其他所用术语和符号都是标准的．称 

群G为与A 无关，如果G的任一子群的商群都不与 

A 同构． 

1 定义及引理 

设 H 是群 G 的一个子群，M／N 为G 的一个正 

规因子．若 MH—NH，则称 H覆盖M／N；若 H n 

M =H n N，则称 H远离M／N；若 H或覆盖或远离 

G的每个主因子，则称 H具有覆盖一远离性质，也称 



94 广西科学院学报 2012年 5月 第 28卷 第 2期 

H 为 G的 CAP一子群u]． 

定义 1．1_】 设 H是群G的一个子群．如果存 

在 G的一个主群列 1一G。< G < ⋯ < G 一G，使 

得对每个 i一1，⋯，z，H或者覆盖G ／G 或者远离 

G ／G ，则称 H 具有半覆盖 一远离性． 

定义 1．2[5 设 X是群 G的一个非空子集．G 

的一个子群A叫做在G中X一半置换，如果存在G的 

子群 T使得 G—AT且对于 丁 的任意子群 T ，存在 

z∈ X使得 AT —TIA． 

注1．1 半覆盖一远离性与X一半置换是两个独 

立的概念．例如： 

(1)设 G=A ，A E Syl。(G)．则A覆盖或者远离 

G的主群列1<G <G，其中G E Syl (G)，故A在 

G中半覆盖 一远离．但对于G的任意非空子集x，A 

不在 G中 X一半置换 ，否则 G中有 6阶子群 ，矛盾． 

(2)设 G—A ，T E Syl (G)．则 G有一个子群A 

兰 A 且 G=AT满足对于T的任意子群丁。有AT 

一 T A(事实上 ，T =1或 T)，所 以A在G 中X一半 

置换(x一1)，但是显然 A不在G中半覆盖一远离． 

引理 1．1_1 设 H 是群 G的一个子群，1< ⋯ 

< N< ⋯ < M < ⋯< G是G的一个正规群列．如 

果 H覆盖(或者远离)M／N，则 H覆盖(或者远离) 

这个正规群列的任何加细的介于 M 和N 之间的正 

规因子． 

引理 1．2l2 设 N是群G的正规子群 ，H是 G 

的半覆盖 一远离 子群．如果下列条件之一 成立，则 

H，、，／N是 C／N 的半覆盖 一远离子群 ： 

(a)N≤ H；(b)(1 H l，I N I)一1． 

引理 1．3[2]设 H是群G的半覆盖一远离子群． 

如果 H≤K≤G，那么H是K的半覆盖一远离子群． 

由文献r53，我们以X(A)表示A在G中的补T 

的集合，使得对于任意 T ≤ T，存在 ∈ X使得 

ATI：TIA．这样 A在 G 中X 一半置换当且仅当 

X(A)≠ ． 

引理 1．4[5 设 A，X都是群 G 的子群．则 

(1)若 N < G，A在 G 中X 一半置换且 丁∈ 

X(A)，则 AN／N 在 G／N 中 XN／N 一半置换且 

TN fN E XN 7N、)(AN fN 

(2)若 A在G中X一半置换，A≤ D≤ G且 x 

≤ D，则 A在 D 中 X一半置换 ； 

(3)若 A在G 中X一半置换 ，X≤ D，则 A在G 

中 D一半置换． 

引理1．5l6 设G是7f一可分群，G—G／0 (G)．则 

(0 (G))≤ O (G)；特别地，若 0 (G)一1，则 

Cc(0 (G))≤ 0 (G)． 

引理 1．6 若 N< G，己，≤ G且 N≤ (L，)，则 

N ≤ (G)． 

引理 1．7l8 设 G是群，P是 l G I的一个素因子 

且(f G l，P一1)一1．则 

(1)若 N是G的 阶正规子群 ，则 N≤ Z(G)； 

(2)若 G有循环 的 Sylow P一子群 ，则 G为 P一 

幂零 ； 

(3)若 M 是G的指数为P的子群 ，则 M 在G中 

正规． 

引理1．8l7 设A，B均为群G的子群，其中G≠ 

AB且AB 一B A对一切g E G成立．则 A或B包 

含在一个异于 G的正规子群之中． 

引理 1．9[8 设 H 是群 G 的正规子 群并使 得 

G／H 为P一幂零 ，P是 H 的Sylow P一子群．若 l P l 

≤ P 且下述条件之一满足，则 G是 P一幂零群 ： 

(a)P是 l G l的最小素 因子且 G与 A 无 关； 

(b)(1 G I，P。一1)一1． 

2 主要结果 

定理2．1 设 P是群G的Sylow P一子群 ，其中 

P是 }G』的一个素因子且 (j G f，P—1)一1．则 G是 

P一幂零群当且仅当P的极大子群在G中半覆盖一远 

离或 F (G)一半置换． 

证明 必要性．设 G是P一幂零群，K为G的正 

规 P一补，P 是 P的极大子群．显然 ，P 覆盖 P K／K 

但远离C／P K及K ／1，所以P 覆盖或远离G的正 

规列 1≤ K ≤ P K≤ G 的每个正规因子．由引理 

1．1知 ，P 覆盖或远离由这个正规列加细而得到的 

G的主群列的每个主因子，即 P 在 G中半覆盖一远 

离．必要性得证． 

充分性．设G是极小阶反例并记X—F (G)．则 

(1)0p，(G)一 1． 

设 N 一 0 ，(G) ≠ 1． 显 然 ，PN／N ∈ 

Syl (G／N)．设 P N／N是 PN／N 的一个极大子群 ， 

其 中P 是 P的某个极大子群．由题设 ，P 在 G中半 

覆盖一远离或X一半置换，再由引理 1．2及引理 1．4 

知，P N／N在G／N中半覆盖一远离或XN／N一半置 

换．这样，G／N满足定理的条件．由G为极小阶反例 

得到G／N为P一幂零，从而G为P一幂零，矛盾． 

(2)若 P≤ H< G，则 H为P一幂零群． 

由(1)知 ，X—Fp(G)一0 (G)≤ F (H)．再 由 

引理 1．3及引理 1．4知，P的极大子群在 H 中半覆 

盖 一远离或 X一半置换．故 H 满足定理 的条件，由 G 
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的选择知 H为P一幂零群． 

(3)0 (G)一 1． 

若否，设 N是G的含于O (G)的极小正规子 

群．则N是初等交换P一群．由引理1．2及引理1．4易 

知 G／N满足定理的条件 ，故由G的选择得G／N为P 

一 幂零群．由于P一幂零群类是饱和群系_7]，可设 N为 

G的 含 于 O (G)的唯 一 极 小 正 规 子 群 且 N 

(G)．于是存在G的极大子群M使得G=NM 且N 

N M=I．易知0 (G)n M<G，故0 (G)N M=I． 

由此得到N=o (G)．因G／N为P一幂零群，故G为 

P一可解群，从而由引理 1．5得Cc(N)一N．此外，存 

在 G的Sylow q一子群Q使得PQ≤G，其中q≠ P． 

若 PQ<G，则由(2)知 PQ为P一幂零群，从而Q≤ 

C (N)一N，矛盾．故 G一尸Q．由引理 1．6知 ，存在 P 

的极大子群 P。使得 N(z=P ． 

下面分两种情形讨论 ： 

情形1．P。在G中半覆盖一远离．此时，存在G的 

主群列1：G0<G <⋯<G 一G，使得对每个 i，P 

覆盖或远离G ／G卜 ．于是G P 一P 或者G n P 一 

1．若前者成立，则 G ≤ P ，当然G。≤ N，此时由N 

的唯一性知N—G ≤P ，这与N的取法矛盾．故G。 

n P =1．进一步，由(1)得 I G n P I—P．由引理 

1．7知，G 为 P一幂零群．设 丁 是 G 的正规 P一补， 

则 由 T1 charG1< G得 T1< G，这样 T1—1，即 G1一 

P n G ：N为P阶群．再由引理1．7知，N≤Z(G)， 

由 G／～为 户一幂零得 G为 一幂零，矛盾． 

情形 2．P 在 G中X一半置换．此时，存在G的 

子群 T使得G—P T且对于T的任意子群T ，存在 

z E X 使得 P TI=TIP ．特别地，对于 T ∈ 

Syl (T)有 y E X使得P 一 P ．因P <P且 

Y∈X=O (G)，故 P1T =Pf- Tq—T Pr 一T P1， 

即 P T 成群．这样P n N=P T n N<P T ．但 

是 P n N< P，因而 P n N < (P T ，P>一G．由 

N的极小正规性得P N N=I．因P—P N，故 l N I 

—P．类似上面的证明即导致矛盾． 

(4)反例不存在． 

设P 为P的极大子群．首先，由引理 1．7知，P 

≠ 1．若P 在G中半覆盖一远离，则存在G的一个主 

群列 1一G。< G < ⋯ < G 一G，使得对每个 i，或者 

P 覆盖G ／GH 或者 P 远离 G ／G卜，．因此，G P = 

P 或者G N P 一1．若前者成立，则 1<G ≤ P ， 

这与(3)矛盾．故 G n P 一1，进而 l G n P l：P． 

由引理 1．7知G 为P一幂零，再由(1)得 G 一P n 

G ，这与(3)矛盾．故 P 在 G中x一半置换． 

现设 N是G的极小正规子群．若NP<G，则由 

(2)知，NP为P一幂零群 ；特别地 ，N为P一幂零 ，这 

与(1)或(3)矛盾．故 NP=：=G．由(1)及(3)知，G不 

可解 ，故 N 为非 交换 同构单 群 的直积．另外 ，X— 

O (G)一1．现由题设知，存在 G的子群 T使得G— 

P 丁且对于丁的任意子群T ，P。T 一T P ．于是对 

于任意 g—ba E G，其中n E P ，b E T以及 T的 

Sylow q一子群 (g≠ 户)， P 一 P 是群，即 

日P。是群．显然，T P ≠ G，故由引理 1．8知，G中 

有包含 T。或P 的真正规子群．于是，G非单从而P 

n N < P．因而可取 P 为 P的包含 P n N 的极大 

子群．则 P n N—P n N．利用上面的结果 ，对于任 

意 ，2∈N， P 是群．显然 ， ≤ N，所以 P n N 

— T：(P n N)一 (P N N)．然而，T口(P n N)≠ 

N，再由引理 1．8知，N中有包含T 或P n N(N的 

Sylow P一子群)的真正规子群 N ．但N为非交换同 

构单群的直积，故 N 也是 N的若干直积因子的直 

积 ，这与 T ≤ N 或 P n N≤ N ，矛盾．定理证 明 

完毕． 

推论 2．1 设 H 是群 G 的正规子群并使得 

G／H为P一幂零，P是H 的Sylow P一子群，其中P是 

I G I的一个素因子且(I G I，P一1)一1．若P的极大 

子群在G中半覆盖一远离或F (H)一半置换，则G是 

P一幂零群． 

证明 由引理 1．3，引理 1．4及定理 1．1知 ，H 

为P一幂零群．设 K为H 的正规P一补．则 K<G．显 

然，(G／K)／(H／K)兰 G／H 为 P一幂零．由引理 1．2 

及引理 1．4知，H／K的极大子群在G／K中半覆盖 一 

远离或 F (H)N／N一半置换．所以，G／K满足推论 

2．1的条件．若 K≠ 1，则由归纳法知G／K为P一幂 

零，从而 G为P一幂零．若 K一1，则 H—P．现设 T／H 

为G／H的正规P一补．则 T<G且P是T的Sylow 

P一子群．由引理1．3及引理1．4知，P的极大子群在 

丁中半覆盖 一远离或 P一半置换．由定理 1．1知 T为 

P一幂零群．当然，T的正规 P一补也是 G的正规 P一 

补，即G是P一幂零群．证明完毕． 

推论2．2[2 设尸是群G的Sylow P一子群，其 

中P是 1 G l的最小素因子．若P循环或P的极大子 

群在 G中半覆盖 一远离，则 G是P一幂零群． 

推论 2．3[2 设 H是群G的正规子群并使得 

G／H 为P一幂零，P是H的Sylow P一子群，其中P是 

I G I的最小素因子．若 P循环或P的极大子群在G 

中半覆盖一远离，则 G是P一幂零群． 

定理2．2 设P是群G的Sylow P一子群，其中 
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P是 l G I的一个素因子．如果 P的二次极大子群在 

G中半覆盖一远离或 F (G)一半置换且下述条件之一 

成立，那么G是P一幂零群：(a)P是 f G 1的最小素因 

子且 G与 A 无关 ；(b)(1 G l，P 一1)=：=1． 

证明 设定理不真，G是极小阶反例并记x— 

F (G)．则 

(1)0。，(G)一 1． 

设 O ，(G)≠ 1．由引理 1．2及引理 1．4易知 

c／o ，(G)满足定理 2．2的条件．由G为极小阶反例 

推 出G／O ，(G)为P一幂零 ，从而 G为P一幂零 ，矛盾． 

(2)若 P≤ H< G，则 H为P一幂零群． 

由(1)知 ，X—F (G)一0 (G)≤ Fp(H)．利用 

引理 1．3及引理 1．4结果，H满足定理 2．2的条件， 

再由G为极小阶反例，得 H为P一幂零群． 

(3)O。(G)一 1． 

若否 ，设 N 是 G的含于 O (G)的极小正规子 

群．则N是初等交换P一群．由引理1．2及引理1．4易 

知G／N满足定理2．2的条件，故由G的选择得G／N 

为 P一幂零．于是可设 N是 G的含于 0 (G)的唯一 

极小正规子群且 N (G)．易知 N 一0 (G)．因 

C／N为P一幂零群 ，故 G为P一可解群 ，由引理 1．5得 

c ；(N)一N．此外，存在Q E Syl。(G)，其中q≠P，使 

得 PQ≤ G．若 PQ< G，则由(2)知 PQ为P一幂零 

群，从而Q≤ C。(N)一N，矛盾．故 G—PQ．由引理 

1．6知，N (P)．这样就存在P的极大子群P 使 

得N(z=P ．进一步，P N=P．下面分两种情形讨论： 

情形 1．P n N< P ．取 P 的极大子群 P 使 

得 P n N≤ P。．则 P n N—Pz n N．因 Pz是 P 

的二次极大子群 ，故 P 在G中半覆盖 一远离或 X一半 

置换．若 P 在 G中半覆盖 一远离 ，则 P 覆盖或远离 

G的一个主群列 1===Go< G < ⋯ < Gz：G的每个 

主因子．所以，G P ：==P 或者G n P。一1．若前者成 

立 ，则 G ≤ P ，当然，G ≤ N，此时由N的唯一性知 

N—G ≤ P ，从而 P n N—P n N—N，这样又 

得 N≤ P ，与N P 矛盾．故G n P 一1，我们有 

J P n G I≤P ．由于P n G 是 G 的Sylow P一子 

群，故 由引理 1．9知，G 为 P一幂零群．进而，由(1)知 

G 一P n G 一N．再次应用引理 1．9得 G为P一幂零 

群，矛盾．故 P。在G中X一半置换，即存在G的子群 

r厂使得G—P T，且对于T的任意子群了、 ，存在z E 

x使得P TI=TIP ．特别地，对于L E Syl (T)有 

．y∈ X使得 P 2 1、 一．r；P z．这样 Pz n N—Pz T；n 

N<P T ．但是P。n N：P n N<P，所以P。n 

N < (P T ，P>一G．由 N 的极小正规性得 P 2 n N 

一 1．由于 P—P N，故 l N l—P．由推论 2．1即知 G 

为 P一幂零群，矛盾． 

情形 2．P n N—P ．此时 P ≤ N，P—P N— 

N．设P 是 P的任意二次极大子群．若 P 在G中半 

覆盖一远离，则 P 覆盖或者远离G的一个主群列1一 

G。< G1< ⋯< G 一G的每个主因子．于是 P G 一 

P 或 P n G 一1．若 PzG 一P ，则 G ≤ Pz．由 N 

的唯一性得N=G ≤Pz，这就产生矛盾．所以Pz n 

G 一1．即有 l P n G l≤ P。．由引理 1．9知 ，G 为 P 

一 幂零群．再由(1)知G 一P n G ．这样 N=P n G ． 

再次 由引理 1．9得 G为P一幂零 ，矛盾．故 P 在 G中 

X一半置换．由题设，存在G的子群 T使得G—P T 

且对于T的任意子群 T。，存在z E X使得P 一 

R P ．特别地 ，对于 T E Syl (T)有 3『∈ X使得 

P ===T ．P z．因此 Pz—P T n N< Pz T ．由于 P 

交换 ，故 P。< P，从而 Pz< (P。 ，P>一G．由 N的 

极小正规性得 P 一1．故 I P l—l N I—P。．由引理 

1．9知 G为 P一幂零群，矛盾． 

(4)反例不存在． 

设 P 是 P的任意二次极大子群．由引理 1．9知 

P ≠ 1．若 P 在 G中半覆盖一远离，则 P 覆盖或远 

离 G的某个主群列 1===G。< G < ⋯< G 一G的每 

个主因子．所 以，P。G 一 P 或者 P n G 一 1．若 

P G 一P ，则G ≤P ，从而G1≤O (G)，这与(3) 

矛盾．故 P n G 一1，而 l P n G l≤ P ．引理 1．9 

蕴含 G 为 P一幂零群 ，从而由(1)知 G 为 P一群，这 

仍与(3)矛盾．故P 在G中x一半置换．由(1)及(3) 

知，X一1．设N是G的任意极小正规子群．若NP< 

G，则由(2)知，NP为P一幂零群；特别地，N为P一幂 

零 ，这与(1)或(3)矛盾．故 NP—G．由(1)及(3)知 

G不可解 ，故 N 为非交换同构单群的直积．由题设 ， 

存在G的子群T使得G：：=P。T且对于T的任意子群 

T ，有 P。T 一T P ．于是 ，对于任意 g—ba∈G，其 

中 a E P。，b E T以及 T的任意 Sylow q一子群 T (q 

≠ p)， P； 一 P 是群，即 T：P 是 群．显然 ， 

T。P。≠ G，故由引理 1．8知，G中有包含 T。或 P z的 

真正规子群．于是，G非单，从而P n N<P．若P n 

N不是P的极大子群，则可取P2为P的包含P n N 

的二次极大子群．利用上 面的结果 ，对于任意 ∈ 

N， P。是群．显然，T ≤N，故 丁：P (-1 N—T：(P 

n N)===T：(P n N)．然而 ，T (P n N)≠ N，再由引 

理 1．8知，N中有包含T 或P n N的真正规子群 

N ．但N为非交换同构单群的直积，N 也是N的若 

干直积因子的直积，这与T ≤N。或P n N≤N 矛 
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盾．故 P n N是P的极大子群．由题设及引理 1．3 

知，P n N的极大子群在G中，从而在 N 中X一半置 

换 (这里 x一1)．由定理 1．1知 N为P一幂零群 ，这与 

(1)或(3)矛盾．证 明完毕． 

利用定理 2．2，类似推论 2．1的证 明，可得下述 

推论． 

推论 2．4 设 H是群G的正规子群使得G／H 

为 P一幂零，其中P是 l G『的一个素因子．若 H 的 

Sylow P一子群 P的二次极大子群在G中半覆盖 一远 

离或F (H)一半置换且下述条件之一成立，则G是P 
一 幂零群 ：(a)户是 l G l的最小素因子且 G与 A 无 

关 ；(b)(1 G l，P 一1)一1． 
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