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摘要：鉴于传统优化算法在求解奇异非线性方程组中存在受初值选取是否合适的影响、收敛速度慢且容易陷 

入局部最优解等缺点，提出一种改进双种群进化策略求解奇异非线性方程组算法．首先把奇异非线性方程组 

转化为无约束优化问题 ，再求解无约束优化．该算法克服了传统算法不足，避免了大量的求导计算，算法收敛 

速度快、求解精度高、稳定性强． 
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Abstract：There are several problems in traditional optimization algorithm in solving singular 

nonlinear equations such as the effect of the appropriate selection of initial value，slow con— 

vergence and easily falling into local optimal solution．In this paper，an improved Bi—group e— 

volution strategies is proposed to solve the singular nonlinear equations．The algorithm sin— 

gular nonlinear equations for unconstrained optimization problems are used to solve uncon— 

strained optimization． The simulation results indicates that the algorithm overcome the 

problems of traditional algorithm ，is insufficient to avoid a large number of derivative calcu— 

lation，and is fast convergence，high accuracy and high stability． 
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奇异非线性方程组在工程设计、最优控制中经 

常遇到 ，其数学模型如下 ：对于非线性方程组 

F( )一 0，z ∈ R ， (1) 

存在着某些点 ∈R”，使得rank[-F (z )]< ．这 

表明代表函数导数的Jacobi矩阵亏秩，也就是F(z) 

的Frechet导数F (z)不可逆，因此在迭代过程中存 
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在奇异点，不能应用传统的 Newton迭代法求解．虽 

然该模型提出已久，但是对其求解的研究并不多． 

Rall等对此作出了较为系统而又有开创性的工作， 

解决了 F ( )不可逆问题 ，提 出了 Newton方法在 

Banaeh空间上的收敛性定理，还提出过数值延拓 

法．但是，现行大多数的方法还是需要计算 Jacobi 

矩阵，并且每次迭代过程中还需要计算修正后的 

F ( )的逆．算法复杂，计算量大并且多数局部收 

敛，使用价值不大．进化策略(Es)是一类模仿自然 

进化原理以求解参数优化问题的算法．本文参照文 

献[1]提出一种基于删除策略的双种群进化策略， 

并用该策略求解奇异非线性方程组．数值实验表明 
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该算法具有很好的全局收敛性，能解决奇异非线性 

方程组的求解 问题． 

1 改进的双种群进化策略 。] 

进化策略的突变是在旧个体基础上添加一个 

随机量，从而形成新个体．其中高斯突变算子为 

f === ·exp(r ·N(0，1)+r·N (0，1))， 
< 

：一．27。+ ·N (o，1)． 

(2) 

式中(z ， )是父代个体的第 个分量；( ， )是子 

代新个体的第 i个分量；N(0，1)是服从标准正态分 

布的随机数；N (0，1)是针对第i个分量重新产生一 

次符合标准正态分布的随机数；r 是全局系数，常取 

1；r是局部系数 ，常取 1． 

柯西分布和高斯分布有一定的相似性，而且柯 

西分布具有较高的两翼概率特性，即柯西分布有一 

条很长的尾巴，所以，柯西分布容易产生一个远离原 

点的随机数，比高斯突变产生的随机数具有更宽的 

分布范围．如果用柯西突变替换原来进化策略 中的 

高斯突变来产生后代，就意味着利用柯西突变有可 

能很快跳出局部极小的区域．柯西突变算子为 

一 ·exp(r ·N(0，1)+ r·N (0，1))， 

弋z 一．z + ． ． 
(3) 

式中：参数 绣是t一1的一个柯西分布的随机变量比 

例参数，用于更新每一个分量；其他参数同式(2) 

式．这种突变方式 中，由于 是一个柯西分布的随 

机变量，比高斯分布产生的随机变量的范围大，因而 

对 目标变量的修改量也大． 

改进双群进化策 略的进化在两个不同的子群 

间并行进行，其中一个子群使用删除策略不断淘汰 

和更新个体以实现在变量空间中足够分散的探索． 

又因为柯西分布函数具有较长的两翼分布的特性， 

使得它很容易跳出局部极小点，但是它的较小的中 

央部分却是它的一个弱点，使得它在进行更精确的 

局部搜索方面的性能降低．所以另一个子群在一定 

代数之前先使用柯西突变算子以实现子群在尽可能 

大的空间搜索，经过一定代数后使用指数递减的高 

斯突变算子来实现子群在局部空间尽可能的细致搜 

索，通过种群重组实现子群问的个体与信息交流． 

2 基于双种群进化策略解奇异非线性方 

程组 

2．1 问题的转化 

把方程组(1)写成分量的形式 

f厂1(z1 

If2(z1 

⋯ ● ● ●● ● 

【厂 (z 

⋯ ，X )一 0， 

⋯ ，z )===0， 
⋯  (4) 

⋯ ，z )===0． 

式中，z 为所要求解的 个未知变量，_厂 为定义在 

维欧氏空间中的实值函数．将问题(4)转化为优化 

问题 

min ll F(z)ll 2． (5) 

定理 1 。 非 线性方 程组 F(z)===0的解 与 

ll F( )ll 的全局极小点是等价的． 

证明 充分性．假设z 是方程组F(z)一0的 

解，则 ll F(z)ll 一0．根据范数的非负性，必有 

lI F(z)lI ≥ 0，所以z 是 lI F(z)ll 的全局极小 

值点． 

必要性．假设 z 是 ll F(z)Il 的全局极小值 

点，由于F(z)写成分量形式是一个列向量 F(z)一 

[厂 ，厂 ，⋯，厂 ] ，而 在 方 程 组 有 解 的 情 况 下 

ll F(z)ll。一~／ + +⋯+ 的全局极小值 

点，显然满足各个分量均为零，， (z )一0( 一1，2， 

⋯ ，m)，则 z 为 F(z)=0的解． 

这样通过定理 1将奇异非线性方程组(1)转化 

为无约束优化问题(5)． 

2．2 求解奇异非线性方程组的方法 

设方程组是 m个方程 个未知量 的方程组 ： 

f ( ，zz，⋯，z )--0, 

1， ，⋯  _ 。， 

(6) ‘ l n J l ~o o o ~
z

o ~ ~ o

，z

~ o ~ o

，

o

⋯

o ~ o ~

，z 一 。． 

那么 

(1)确定个体的表达方式：表达式中个体由目 

标变量 X和标准差 两部分组成，每部分有 个分 

量，即 

(X， )=((z1，z2，⋯ ，z ，⋯ ，z )，( 1， 2，⋯ ， ， 

⋯

， ))， 

其中， ，z ，⋯，z 代表非线性方程组 的 n个未 

知量． 

(2)随机生成初始群体，在问题的可行解空间 

中随机产生 N(N为偶数)个个体作为初始种群，将 
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整个种群随机划分为两个子群，其中一个子群使用 

删除策略，称之为子群 X，另外一个子群使用柯西突 

变算子和高斯突变算子，称之为子群 y．每个个体 

(X， )内包含 个z ， ，分量，产生初始个体的方法 

是随机生成． 

(3)计算适应度(5)式，以平方和的算术根作为 

适应度．终止条件选择一个接近 0值的e，当最小适 

应度小于 e时终止． 

(4)如果满足条件，终止，选出最优解．否则，继 

续往下进行． 

(5)删除种群 X中的所有个体，随机均匀产生 

N／2个个体，并计算适应度．对于种群y中的个体根 

据进化策略，用下述操作产生新群体：1)重组．将两 

个父代个体交换目标变量和随机因子，产生新个体． 

目标变量采用离散重组，随机因子采用中值重组．2) 

突变．采用柯西突变算子，产生新个体．3)计算新个 

体适应度．4)选择．采用( ， )选择策略，选优良的 

N／2个体组成下一代群体． 

(6)在新子群 X和新子群 y组成的种群中，使 

用随机 q竞争法则，选取排在前 N／2的个体组成子 

群y，排在后N／2的个体组成子群X．在这个种群的 

重组过程中并未显式地给出个体具体从某个子群迁 

移到另外的一个子群，也未给出信息交换的具体方 

式，但是在这个种群重组的过程中，必然有某些本来 

不属于本子群的个体在重组时进入本子群 ，而且这 

些个体的转移以适应度为依据，因此个体的移动也 

导致包含个体适应度信息的流动． 

(7)反复执行 (4)，(5)，(6)，直到达 到终 止条 

件，选择最佳个体作为进化策略的结果．如果到一定 

代数后还没满足要求，往下的过程可采用局部微调 

的方法，使其进行更精确的局部搜索． 

(8)到一定代数后还没达到满意解，对于 x种 

群还是采用删除策略，对于 y种群采用下面的方法 

进化产生新的种群 ：1)重组．目标变量采用离散重 

组，随机因子采用中值重组．2)突变．采用高斯突变 

算子，产生新个体．3)计算新个体适应度．4)选择． 

采用( ， )选择策略，挑选优良的N／2个体组成下 

一 代群体． 

(9)反复执行(4)，(8)，(6)，直到达到终止条 

件，选择最佳个体作为进化策略的结果． 

3 数值模拟 

例 1Ⅲ 求解奇异非线性方程组 

f6x{+9x；z；一6x1 i+2x2—30x1===一19， 

I3xi+9x{X；一9x1+4xi一21x2一一14． 

得精确解z 一(1，1) 或z ===(0．691，0．489)． 

传统的 ABS算法中必须选择合适的初始值(O．85， 

0．85)．这里 一15， ===100，e一0．9999996． 

例 2c 求解奇异非线性方程组 

{+ } ； 3+z1z2 i+2x2—3， 

z}z +z135"2z；+ ；X3+3x1—4， 

【zi+z z；+ 1z3+3x1—4． 

得精确解z 一(1，1，O)．传统的ABS算法中必 

须选择合适的初始值(0．85，0．85，0．15)．这里 一 

2O， 一140，￡一0．9999995． 

从表 1、表 2可以看到，双种群进化策略算法可 

以把所有解求出来．这比传统的 ABS算法优越．进 

化策略算法不但初始点可以随机的选取，即使在全 

部随机选取初始值的条件下求解速度也比PSO算 

法快，而且精度高，有效地避免了初始点选择困难的 

问题． 

表 1 双种群进化策略算法与其它算法比较(例 1) 

表 2 双种群进化策略算法与其它算法比较(例 2) 

4 结束语 ． 

本文利用双种群进化策略来求解奇异非线性方 

程组，充分发挥了算法的全局收敛性、并行性和群体 

搜索能力，有效地解决了传统方法求解奇异非线性 

方程组选取初始点限制问题．数值计算表明，双种群 

进化策略算法具有较高的收敛速度和精度，对于奇 
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由推论 5，不妨设与 Hg 相交的左陪集个数为 

t 个，则与 g H相交的右陪集个数也为t 个．又由 

推论 6和推论 7，不妨令 
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异非线性方程组求解问题具有良好的适应性，特别 

是一些很难求解的超越方程，利用双种群进化策略 

求解更具意义． 
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