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摘要：通过对一个含小参数一阶非线性微分方程 Dirichlet问题的近似求解，阐述正则摄动法和PLK奇异摄动 

法求解微分方程近似解的基本思想． 
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Abstract：The ideal of regular perturbation and PLK—singular perturbation methods is presen— 

ted by finding asymptotic solutions for a one order nonlinear differential equations Dirichlet 

problem which contains smal1 parameters． 
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许多描述实际状态的工程、物理问题总可以用 

含有参数的函数 u(x；e)来表示，而这些问题在数学 

上往往表示为微分方程 L( ，z，￡)：0和边值条件 

B(u，e)一0．其中z为标量或向量的自变量，e为一 

个参数．现实中我们一般只对参数很大或很小的情 

况感兴趣．这个问题往往不能够精确地求解，但是， 

如果存在一个 ￡。(由于我们可适当调整 ￡的尺度，不 

妨设 e。一0)，使得当￡一￡。时，对应的问题可以精确 

地或比较容易地解出，那么对于小的参量 e我们可 

以寻求如下的e的幂形式的解．即 

u(x；￡)=：=锐0( )+ 1(z)+ ￡2 z(z)+ ⋯ ， 

其中 秘 (z)是与参数 e无关的函数． 。(z)为 L(u， 

z，0)：0；B(u，0)一0的解．这种方法称之 为摄 

动法 ． 

摄动法被广泛应用于非线性振动、非线性波、 

轨道力学、流体力学、固体力学、大 气科学、等离子 

体物理等领域[2 ]，是寻求代数方程，超越方程，微 
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分方程，积分方程等方程近似分析解的一大类方法 

的总称，是方程近似求解中最主要的方法．本文以一 

类一阶非线性微分方程为例，用两种摄动方法求其 

近似解． 

1 基本概念 

定义 l r33 函数序列( (￡)}称为渐近序列(有 

时也 常 用 (e)表 示 )． 如 果 满 足： (e)= 

0( 一1(e))，当e一 0时． 

例如，{e )，{(1og￡) )，{(sin e) }等均为渐近 

序列． 

定义2嘲 函数项级数∑n (e)称为一渐近 
z= 0 

展开式．如果 12 与e无关且 (e)为一渐近序列． 

称渐近展开式∑口 (e)为e—o时 的渐近展 
= 0 

开式，如果 ￡一 0时有 

Y=∑口 (e)+0( (￡))． 
一 0 

记为Y～∑口 (￡)，￡一0． 
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定义3嘲 设f(x；e)=== ：n (z) (￡)，其中 
= 0 

a (z)是仅与z有关的函数， (e)为一渐近序列．若 

满足 
"一 1 

f(x；e)一 n (z) (e)+R (z；e)． 
= 0 

若 R ( ；￡)一D( (e))对所有的定义域内z的值都 

成立，则称此展开式为一致有效的；否则称为非一致 

有效的(或称为奇摄动展开)． 

注1 由于e一0时， (e)一0( (e))，若展开 

式’∑a (z) (e)是一致有效的，则对所有32的值 
f o 

a (z)是非更奇于。 (z)．即无论 取何值，级数的 

每一项必须是其前一项的小量修正． 

注2 一般的摄动问题中，渐近展开式的非一 

致有效性主要由以下几个方面引起：无限域，小参数 

与最高阶导数相乘，偏微分方程类型的改变和奇点 

的存在． 

注3 摄动方法的主要目的是对所求的摄动问 

题寻求一个渐近展开式，使得可以用这个展开式的 

前几项(一般是不多于两项)来近似地表示问题的 

解．而且根据寻求的方法可分把摄动方法分为正则 

摄动和奇异摄动两类． 

2 两种摄动方法求解 

2．1 正则摄动法 

正则摄动法的基本思想是设想有可能借助于 

选定的并且具有精确解的微分方程组，逐次近似地 

描述所研究的微分方程．常见的是含有小参数的微 

分方程． 

考虑 Dirichlet问题 ： 

j + )￡+(2 ) ， (1) 
(1)一Ae一 ，A > 0． 

此方程沿直线 一一兰 是奇异的，当e一0时，方程 

(1)变为 

jz +(2+ ．O， 
ly(1)=Ae～，A> 0． 

用变量分离法可求得其解为y=Ax e～．根据边界 

条件可知y(3c)在o≤ z< oo内是正则的． 

下面用正则摄动法求它的一阶渐近解．设 

3，一 o( )+ 1(z)+ ⋯ ， (2) 

将(2)式代人方程(1)得 

(z+ 。+ ￡ j，1+ ⋯)(3， + + ⋯)+ (2+ 

z)( 0+ l+ ⋯)：0． (3) 

根据方程(1)的初值条件得 

o(1)一 Ae-。，y1(1)一 ⋯ ：==0． 

由于方程(3)对任何的e都成立，从而方程(3)中关 

于e的系数都等于零．即 

z ％ +(2+z) 。一o， 。(1)=Ae一1， (4) 

z + 。 + (2+z)yl一0，y (1)一0． 
dZ QZ 

(5) 

对于方程(4)，利用常数变易法可得零阶问题的解是 

j，o(z)=Az e一． 

将 。代人(5)式并解所得方程，得 

1(z)一z一。e-1A I e-tt一 ( +2)dt． 

利用Taylor展开式e-X一1一{+手一手+⋯， 
当 一 0时 ， 。(z)一0(z )，而 y (z)一o(z )．这 

说明z一0是零阶解的奇点，且奇性越来越大．因此 

展开式(2)在z一0不是一致有效的．这说明初值问 

题(1)使用正则摄动方法得到的近似解不是一致有 

效的．为了解决这个问题，我们需要对正则摄动进 

行改进． 

2．2 PLK奇异摄动法 

PLK奇异摄动方法的基本思想是在将解 (z) 

关于小参数￡展开成j，(z)=∑e (z)的同时，引 

入一个新的变量将自变量 z也作关于小参数e的变 

形展开 ： 

z( )： +∑e z ( )． 

其 中 t为新引进的自变量 ，3C (￡)为只与 t有关的函 

数，常称为坐标变形函数(或坐标伸缩函数)，一般是 

非线性的．引入 z ( )为解决高阶渐近的强奇性提 

供了自由度，为使上面的两个展式都一致有效，必须 

满足 和 都是有界的条件．也就是说，高阶 
”r 1 z 舯 一1 

渐近的奇性不比低阶渐近的奇性强．在实际应用中 

常使用 (z)：∑￡ ( )与 ( )一￡+∑￡ z (￡) 

的参数展开式． 

下面用 PLK方法求解 Dirichlet问题(1)． 

(a)当e：0时，未摄动问题的精确解为 (z)= 

Ae一 - ． 

(b)当￡≠ 0时，令 
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3，(1z)一∑￡ Y (￡)， (6) 
一  一  

z(￡)一 +∑￡ 3g (￡)． (7) 

首先确定 X一1时 t的值，记为t，即 

1一∑e ( )． (8) 

将 以￡的幂级数展开： 

；一1+ +e 22+⋯ ， (9) 

再将(9)式代入(8)式得 

1+ l+e。t；+ ⋯ ===1一 1(1+ 1+ 

￡ +⋯)一e z2(1+ 1+￡。 ；+ ·一)一o(e )． 

(1O) 

将 z (1+ +e ；+⋯)及X。(1+ +￡ ；+⋯) 

在 1处作 Taylor展开得 

1+ ⋯) (1)+ ( + 

e。 ⋯ )+ ( ⋯ 0(E 

(】]) 

1+ -2+⋯)一 1)+ ( + 

￡。￡
2 + ⋯ )+ 0(￡)． (12) 

把(11)式及(12)式代入(IO)式得 

1+ +￡ ；+ ⋯ 一1一口1(1)一￡ (z2(1)+ 

(1)t1)+ 0(￡ )． 

比较 e的同次幂系数得 

t1一一z1(1)，t2===一z2(1)一 z1(1) 1， 

于是有 

一 1一时1(1)一￡。[z2(1)一X (1)z1(1)]+⋯． 

由方程的初值知 

Ae一 一∑￡ Y ( )一∑emy (1一口 (1)一 

e。(z2(1)一z (1)z1(1))+ ⋯)， (13) 

将 Y (1一ezl(1)一￡。( 2(1)一z (1)x1(1))+ ⋯) 

在 1处作 Taylor展开得 

Y (1一 1(1)一￡ (z2(1)一X (1)z1(1))+ 

⋯ )一 Y (1)+ Y m(1)(一 1(1) 一 ￡。(z2(1) 一 

z (1)z (1))+ ⋯)十 (一 (1)一￡z(322(1)一 

z (1)z (1))+ ⋯) + ⋯ ， 

再将其代入(13)式并比较 e的0，1次幂得 

。(1)一Ae～，Yl(1)一Y (1)z (1)． 

由(6)式及(7)式有 

dx dt ‘ dt 

∑￡ ．m( ) 
=旦—————一  

1+∑￡ ( ) o十 

e(3， 一37 Y )+￡ [ 一y ox 一z ( — 

y oX )]+0(￡)． (14) 

将(6)式，(7)式及(14)式代人方程(1)，并令 ￡。，e 

及 e 的系数为零得 

砂。+ (2+ t)y。一0， (15) 

t(y —z Y )+ (z + Y。)+ z Y。+ (2+ 

t)yl： 0， (16) 

tEy 一x 2y 一 ( —z Y。)]+( + 。)( — 

Y )+ Y (z2+ Y1)+ Y2(2+ )+ z1Yl+ 

2 o一 0． (17) 

由(15)式得 。(f)一Ae t～．由(16)式得 

砂 + (2+t)y1=tx ．y 一Y (z1+Yo)一 1Yo， 

上式两边乘 并作适当的变形得 
ly0 

d( Y

。

1)一了1[_2抖  + + ( 

1)+等 一红 ]． (18) 

若 一0，则(18)式可化为直接展开式中一阶项的 

方程．由正则摄动的过程知道，当 z一 0时，Y。一 

o(x )，Y1一o(x )．故在 z=0处 Y1比Y。更奇异． 

在(18)式中可看出式子右端的奇性最高次项出现 

在一2 + + 中．如果能够选取z 的值使得 

一 2 +÷z + ===o，可以使 不比Yo更奇异，获 
得一致有效的展开式．为消去最坏的奇异性，获得一 

致有效的展开式，取 

， z1 A 

一了 ‘ 

这是一个一阶非齐次线性方程，其解为 

等+ 一c， 
令 C一0得 

A 
一 一  

‘ 

因此(16)式变为 

( )一 一 2A
一

2 A +A
edt 一 ( 

t
+ 

t
)． (19) 

o 
3 。 。 ’ ‘ 、 

冽 

从 

式 
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由(14)式可以得出 

+ (2+ t)y一 垃 一 (3，。+ Y )z2一 

( + x1) + ( 一 。)( — z )， 

上式两边乘 得 t
y 0 

未c ，一 + z一 
( + ) ．( 一 。)( 一z ，0) 

Y0 Yo J’ 

将 z ，Y。及 Y 代人上式，使用 Taylor展开式，通过 

繁琐的计算，最后得到yz中包含最坏的奇异性项为 

一

2z +÷z + ． 
为消去 中最坏的奇异性，令一z + + 一 

0，解之得到伸缩函数 

2A 

一一面 ‘ 

从而得到方程(1)的近似展开式 

：==A -tt-2{1+ [ + 1一j_ I ～ ( 2+ 

1  
。
)d + 0( )， 

其中t满足方程 

z= 一 一 z 一 一 十 。 ‘ 
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