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摘要：在脉冲免疫接种条件下，利用频闪映射的离散动力系统、Floquet乘子理论和脉冲微分方程比较定理，讨 

论一类具有阶段结构和 Logistic死亡率的脉冲免疫接种 SIR传染病模型，得到系统的无病 r周期解以及无病 

r周期解的存在性和全局渐近稳定性的充分条件． 
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Abstract：An SIR epidemic model with generalized logistic death rate and stage structured 

was established．Using the discrete dynamical system determined by the stroboscopic map， 

an infection free periodic solution of the modeI under impulsive vaccination was obtained． 

Based on Floquet theory and the comparison theorem of impulsive differential equation，the 

analysis of global asymptotic stability of the infection free periodic solution was illustrated． 
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免疫接种是公共卫生领域中控制传染病的常用 

方法，分为连续接种和脉冲接种两种形式．脉冲接种 

是指在短时间内对易感染人群进行免疫，对周期性 

突然爆发的流行病有很好的控制作用．通常情况下， 

为了有效地控制传染病的发生和流行，往往需要在 

给定的时间点进行免疫接种口]．因此，一些传染病模 

型用具有脉冲免疫接种的脉冲微分方程描述更符合 

实际．Stone等[2 研究具有脉冲预防接种 SIR模型， 

给出了无病 r周期解的局部渐近稳定性．种群的密 

度制约会影响到种群的死亡率系数，因此种群模型 

的死亡率系数有考虑密度制约的必要．赵文才等 ] 

研究具有 Logistic死亡率的脉冲免疫接种 SIRS传 

染病模型，获得了系统一致持续生存的条件．由于不 
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同年龄结构的种群在影响疾病传播方面存在差异， 

所以在传染病模型中引入年龄结构也是实际的需 

要．在自然界，许多生物群体用具有阶段结构的模型 

来描述更加符合实际[4 ]，而且对具有年龄结构的 

人口模型的研究已经取得了非常丰富的结果[7舟]． 

近来 ，张小兵等[9 研究了一类具有阶段结构和脉冲 

免疫的SIR传染病模型，得到模型的无病 r周期解 

全局吸引和系统持久的充分条件． 

基于以上研究的启发，本文研究具有阶段结构 

和 Logistic死亡率的脉冲免疫接种 SIR传染病模 

型，得到无病 r周期解全局渐近稳定性的充分条件． 

1 SIR模型的建立 

假设 N(￡)，S1( )，S2( )，I(￡)，R( )分别表示 t 

时刻种群总数，幼年易感者，成年易感者，感染者和 

移出者的数量，则本文所考虑的具有阶段结构的脉 

冲免疫接种 SIR模型如下： 
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s (￡)===6N ( )一 一 s ( )一 

( + )51㈤ ， 

s )= mS )一 一 

( + )S2㈤ ， 

J ( )一鱼 + 一aJ( )一 

( + rI( 

R (t)一 (￡)一( + -g~-)R( )
， 

N (￡)一 (1一 )N (￡)一 a ( )， 

S1(t )一S1(￡)一ObN( )，1 

S2(广)一S2(￡)， l 

I(t )一I( )， 一kr． 

R

N t二)) N‘ i ( )=== ( )． 1 

-( )===b(1一 Xl(￡))一 ( 一 

J a)y(t)x1( )一 mx1( )， 

Ix (t)：==mx1(￡)_( 一 

l a)y(t)x2(￡)一 bx 2( )， 

y ( )=ply(t)Xl( )+fl2y(t)x2(￡)+ 

J ay。( )一(a+b+y) ( )， 

￡≠b，lz ( )一z ( )一 ，] 
Iz2( )==：z2(￡)， t—kv． 

1y(t )一 (￡)． J 

(1) 

(1)式中，y表示移出率系数，a表示因病死亡率；b表 

示出生率常数； + 堕 表示 Logistic死亡率
，其 

中d表示自然死亡率，K表示环境容纳量，12=b--d； 

o(o<0< 1)表示接种比率，r表示接种周期，且 t，r 

的单位是一致的； ( > o， ===1，2)表示 

标准传染率；m表示幼年转化为成年的转化率． 

令 一 ，这里 _1，2， ㈤ === ， 

( )一 ，则系统(1)可以化为下面的形式： 

x (￡)一6(1一 1(￡))一 ( 1一 

a)y(t)x1(￡)一 mx1( )， 

x (￡)==：mx1(￡)一 ( 一 

a)y(t)x2(￡)一 6z 2( )， 

y (￡)一向y(t)xl( )+fl2y(t)xz(￡)+ 

ay (￡)一 (a+ b+ y) (￡)， 

z(￡)一7Y(￡)一 (6一ay( )) (￡)， 

[ 一 )一 )-IN( 

x1( )一x1(￡)一 ，] 

x2( )一x2(￡)， l 

y(t )= (￡)， 一kr． 

z(t )一z(￡)+ ， l 

N(t )一N( )． J 

t≠ kr， 

(2) 

由于前三个方程独立于后面的两个方程，故只需研 

究下列的子系统： 

t≠ kr， 

(3) 

从生物学的角度出发，该系统的可行域为 

D一{(z1( )，z2( )， ( ))∈R。l x1(￡)≥ 0， 

z2(￡)≥ o， (￡)≥ 0，z1( )+z2(f)+ (￡)≤ 1)． 

2 无病 r周期解 

引理 1 考虑下面的脉冲微分系统： 

)一a—gv1(￡)， 

)一 1( )一 hv 2( 

t )一w1(￡)一 q，1 

t )=== 2( )． j t > 

这里口，g，c，h> 0，0< q< 1，则该系统有一个正 r 

周期解： 

1(￡)一(aexp(--gt)[gq一1+exp(一g毛r)(1+ 

exp(gt)(1一exp(一(忌+1)r)))])／(g(1一 

exp(一g(k+ 1)r)))， 

2( )一( Vexp(gt)(1一exp(一g(k+1)r))一 

exp(一gr)+gq+1])／(g( 一g)(exp(g(t+kr))一 

exp(g(t — r)))) + (ac(1 一 exp(一 h(k + 

1)r))[hexp(h—g)t+gexp(--hkr)(exp(一hr)一 

1)+ g(1一hq)+ ])／(g ( 一g)exp(ht)(1一 

exp(一 h(k+ 1))r)(1一 exp(一 g(k+ 1)r)))+ 

(acgh(exp(一 g(k + 1)r) 一 exp(一 h(k + 

1)r)))／(gh( 一 g)exp(ht)(1一 exp(一 h(k + 

1))r)(1一 exp(一 g(k+ 1)r)))． 

其中 

一 exp(一 g(k+ 1)r)(hexp(-- (g一 )r)一 

g)+ gexp(一 h( 一 kr))(exp(一 g(k+ 1)r)一 1)． 

证明 令 (￡)为系统(4)对应齐次方程组的 

基解矩阵，可以得到系统(4)的解的表达式 

( ；)一 c [ ：；]+kf
r 

cs ( ) ． 
从而得到系统(4)的解的解析式为： 

1(￡)=exp(--gt)[ 1(kr )一旦(1一exp(g(t-- 

4  

r 
志  

／_： 一 
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kr)))]， < t≤ (志+1)f， 

2( )一÷ [-(a---exp(g(t—kr))+ 

1
(愚r ))exp(-- bt)一 (~a---exp(h(t一 是r))+ 

731 r exp(一 )一 ‘ahexp 一gt 一 

exp(一ht))]+exp(一ht) 2(kr。。)，kr< t≤ (志+ 

1)r． 

这里 1(kr)， 2( )分别表示 731， 2在时间 t一 

幻完成第是次脉冲免疫时的值．利用系统表示脉冲 

的方程，运用频闪映射，得到： 

731((忌+ 1)r)一exp(一g(k+ 1)r)[ 1(kr)一 

(1——exp(gr))]——q—F(v1(忌r)， 2(足r))， 

2((忌 + 1)r) 一 [(aexp(gr) + 

1( ))exp(一 g(k+ 1)r)一 (~-exp(hr)+ 

731(kr))exp(--h(五+1)r)一÷ (ahexp(--g(k+ 

1)r)一agexp(一h(忌+1)r))]+exp(一h(k+ 

1)r)732(kr)一 F( (kr)，732(kr))． 

解此系统可以得到： 

g ex
粤p(-- g ， l— 十 l r 

志r<：t≤ (忌+ 1)r． 

： (ac(1一 exp(一 h(k+ 1)r))(hexp(一 

g电r)(1一 exp(一 gr))一 gexp(-- hkr)(1一 exp(一 

hr))))／(gh( 一 g)(1一 exp(一 h(志4-1))r)(1一 

exp(一 g(k+ 1)r)))+ (acghq(exp(-- g(k+ 1)r— 

exp(一h(k+1)r))))／(gh( 一g)(1一exp(一h(志+ 

1))r)(1～exp(一g(k+1)r)))， < t≤ (忌十1) 

从而得到系统(4)的 r周期解为： 

口1( )一(aexp(--gt)[gq一1+exp(一g愚r)(1+ 

exp(gt)(1一exp(一(忌+1)r)))])／(g(1一 

exp(一 g(k+ 1)r)))， 

2(￡)一(ac[exp(gt)(1一exp(一g(k+1)r))一 

exp(一gr)+gq+1])／(g( 一g)(exp(g(t+kr))一 

exp(g(t～r))))+(ac[hexp(h—g)t+ 

gexp(-- r)(exp(一 hr)一 1)+ g(1一 hq)+ 

])／(gh(̂一g)exp(ht)(1一exp(一g(k+1)r)))+ 

(acgh(exp(一 g(k + 1)r) 一 exp(一 h(是 + 

1)r)))／(gh( 一 g)exp(ht)(1一 exp(一 h(忌 + 

1))r)(1～ exp(一 g(k+ 1)r)))． 

其 中 < t< (k+ 1)r， 一 exp(一 g(k+ 

1)r)(hexp(-- (g 一 )f) 一 g)+ gexp(一 h( — 

kr))(exp(一 g(k+ 1)r)～ 1)． 

引理 2[。 脉冲系统 

』叫‘ 一P一 ( ， ≠kT (5) 
【叫(t )一砌( )+ B，t—kr． 

存在唯一全局渐近稳定的r周期解 

一

手+F 
kr< t≤ (愚+ 1) 

exp(一f(t—kr))， 

讨论系统(3)的无病 r周期解的存在性，必须 

满足 

￡)===一 (6 

)一 mxl 

t )一 zl( 

t )一z2( 

+ )zl(￡)+b，] 

： )一bx 2( )， J 

)一Ob，] 
￡一kr． 

：)． 1 

≠ 愚r， 

(6) 

利用引理 1，系统 (6)存在正 r周期解 (z (￡)， 

z2(￡))． 

zl(￡)===(bexp(--(b+re)t)[ b(6+ )一1+ 

exp(一 (6+ m)kr)(1+ exp((b+ )￡)(1一 

exp(一(忌+ 1)r)))])／((6+ )(1一 exp(一 (b+ 

)(尼+ 1)r))， 

z2( )一(b[exp((6+ )￡)(1一exp(一 (6+ 

)(足+ 1)r))一 exp(一 (6+ m)r)+ 0 b(6+ m)+ 

1])／(一(6-I- )(exp((6+m)(t+kr))一exp((6+ 

m)( 一 r))))一 (bexp(一 )t+ (6+ )exp(一 

bkr)(exp(一 br)一1)+ (6+m)(1一 )+ )／ 

((6+ )exp(bt)(1一 exp(一 (b+ )(忌+ 1)r)))一 

(b(exp(一 (6+ m)( + 1)r) 一 exp(一 b(k + 

1)r)))／(exp(bt)(1一exp(一b(k+1))r)(1一exp(一 

(6+ )(是+ 1)r)))． 

其 中志r<：t<：(是+ 1)r， 

2一 exp(一 (6+ )(忌+ 1)r)(bexp(-- r)一 

(b+ ))+ (6+ )exp(一 b(t— kr))(exp(一 (6+ 

)(忌+ 1)r)一 1)． 

定理1 当R <1时，系统(3)的无病r周期解 

(z ( )， (￡)，0)是局部渐近稳定的， 

其中 

R 一(1 exp(一 (b+ )r)[ b(6+772)一1+ 

exp(一 (6+ 优)r)(1+ exp((6+ m)r)(1一 exp(一 

r)))])／((6+ m)(1一 exp(一 (6+ )r)))一 

( [bexp(--mr)+(6+ )exp(一br)(exp(--br)一 

1)一 (6+ )(1一 )一 ])／(一 mb (6+ 

)exp(br)(1一 exp(一 br)(1一 exp(一 (6+ 
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)r)))一( Eexp((6+ )r)一exp(一(6+ )r)+ 

0 b(6+ )])／((6+ )(exp((6+ )r)一1))一 

( (exp(--(6+m)r)一exp(一br)))／(exp(br)(1一 

exp(一 br)(1一 exp(一 (6+ )r)))+ ． 

证明 作变换 

X1(￡)一z1( )一x1(￡)，X2( )===z2(￡)一 2(￡)， 

y(￡)===Y(￡)． 

当 t≠ 时，系统(3)关于无病 r周期解(z ( )， 

z。( )，O)的线性化系统为下面的系统 

)]= 
【y (t)J 

(b+ m) 0 

m — b 

( 一 口)Xl( ) 

( 一 a) 2( ) 

0 z1( )+ z2( )一 (a+ b+ y) 

当 t—kr时，脉冲条件变为 

X ( ) 

X2( ) 

Y(t ) 

1 0 0 

O 1 O 

O O 1 

X1(￡) 

X2( ) 

y( ) 

令 (￡)是线性化系统的基解矩阵，且 (0)一E，E为 

单位矩阵．容易解得 

(f)= 

exp(一 (6+ m)￡) o exp((“( )一 6) ) 

一 exp(-- (6+ re)t) exp(-- bt) △ 

0 0 exp((“( )一 6)￡) 

其中△表示 

。xp(( )一 ( )( (￡)+ ) ⋯ ⋯⋯ 

6)￡)； ( )一 z1(￡)+ z2( )一a— y． 

于是线性化系统的单值矩阵 

f exp(--(6+m)r)0 exp((“(r)一6)r)1 l--ex-／-- +m)r)exp r) 
p 一 j’ 

其中 #表示 

( (r)+ m)(口一 )z2(r)+ m(a一 ) 

(r)( (r)+ m) 

exp((“(r)一6)r)，矩阵的特征值为 一exp(一(6+ 

)r)< 1， 2===exp(一 br)< 1， 3一 exp((“(r)一 

6)r)．由于 R < l，于是 。< 1． 

根据Floquet定理，无病r周期解(z ( )，lz (￡)， 

0)局部渐近稳定． 

定理 2 当R。< 1时，系统(3)的无病 r周期 

解(z ( )，z ( )，O)全局渐近稳定，其中R。一(( 

+m 2)Eb(1一exp(一(6+ )r))一b(b+m)Oexp(-- 

(6+m)r)])／(6(6+ m)(6+ y)(1一 exp(一 (6+ 

)r)))． 

证明 (I)从系统(3)的第一个方程，有 

37l( )≤ b一 (6+ m)x1( )． 

考虑下面的脉冲比较系统 

jMt‘ 一 一 + ‘ ' ≠ ’ (7) < ‘，J l
u1(t )：== 1(≠)一 bO，t— kr． 

根据引理 2，知道系统(7)存在渐近稳定的 r周期解 

一  一

。 一  e o · 十
772 l— xp L— L 十  Jr 

exp(一 (6+ )( 一 ))． 

令(z ( )，z ( )， (￡))是系统(3)的解， (￡) 

是系统(7)的解，利用比较原理，存在 k ∈ Z_，使得 

z1(￡) ≤ l(￡) < 1(￡) + ￡1 一 一 

———了 exP(一 (6+ )( 一 ))+ 二 ==_ 。x — D十 八 一息 十 

e】< 1． (8) 

其中 一 车 一r二 兰 exp(一(6+ 
m)r)+e1，kr< t≤ (忌+ 1)r，k> k1． 

(11)由系统(3)第二个方程及(8)式，有 

z2(￡)< m81一 bx 2( )． 

考虑下面脉冲比较系统 

’ 

』 。 一 一6 2 ≠ ’ (9) < I l I 
2
(t。。)一 u2( )，t— kr． 

根据引理 2，知道系统(9)存在渐近稳定的r周期解 

一 _

m81
． 

利用 比较原理 ，存在 k。∈ 2+，足 > 忌 ，使得 

z ( )≤ u2( )< +E1一 +e 一 ， 

< t≤ (忌+ 1)r， > k2． (10) 

(Ⅲ)接下来 ，从系统(3)第三个方程有 

Y( )≤ (pl31+ 2一b—y) ( )，t> kr， 

k> k2． 

考虑下列 比较系统 

u3( )一( 81+ 2一 b— y)u3(f)． 

由于 

／718 + = + 一(pl+ 

丝b)[b 一 F —exp b eXp(一 (6+ + 1
一  (一 ( + )r)⋯ 、 一 。 

、●●●● ●●●●●●●●●●J  

O ) ) 0 

X X 
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m)r)]+￡ ，且 ￡ > 0足够小，所以 

R。= -(( + z)Eb(1一 

exp(一(6+re)r))一b(b+m)Oexp(--(6+m)r)])／ 

(6(6+ )(6+ y)(1一 exp(一 (6+m)r)))． 

当 R0< 1时， 3 (￡)< 0，因此 limu3( )一0，所 以 

limy(t)一0．也就是，对任意足够小的￡> 0，存在 

k。∈ ，k。>k ，使得对所有 t> k。r，有 

(￡)< e． 

对系统(3)的第一个方程，有 

z ( )>6一[6+ +(ill--a)e2 x1(￡)，t>k3r． 

考虑下面脉冲比较系统 

f733 ( )一b—Eb+m+(ill—a)￡2]叫l( )， 
I 

t≠ kr， 

【 1(t )一叫2( )一0b，t—kr． 

(11) 

类似于(工)的讨论可以知道系统(11)有 r周期解 

叫 (￡)，使得 

叫 ( )一b—Eb+ +( 一a)e2]叫1( )． 

根据脉冲方程比较原理，存在 忌 ∈ ，k > k。， 

使得 

z1(￡)≥ 1( )> 训1(￡)一￡2> ，kr< t≤ 

(志+ 1)r，k> k4． (12) 

其中 ：== 一 

—

--

— —

ex

— — — — —

-

F m

7_———
--

—  

a)ez) exp1 exp(--

m a)ez (一 (6+ + 
． 

) 、 一 。⋯ 。 

(ill—a)e2)r)一e2． 

由系统(3)的第二个方程和(12)式，有 

z (￡)> m83一Eb+( (￡)一a)￡2]z2(￡)，t> 

k4r． 

同样的，类似于 (Ⅱ)的讨论知道存在 r周期解 

73J2( )，使得训 (￡)=m8。一 Eb+ ( (￡)一 a)s2] 

训2(￡)． 

根据脉冲微分方程 比较原理，存在 k s∈ ，ks> 

忌 ，使得 

z2(￡)≥72J2( )>训2(￡)一￡2， <t≤ (志+1)r， 

k> 忌5． (13) 

由于e > 0，￡ >0任意小，从而根据(8，10，12，13) 

式可以知道系统(3)的无病 r周期解(z ( )， z( )， 

0)是全局吸引的． 

由定理 1知道，当R < 1时，系统(3)的无病 r 

周期解(z (￡)，z ( )，0)局部渐近稳定，而R <R。， 

所以当R。< 1时，系统(3)的无病 r周期解(z ( )， 

z (￡)，O)全局渐近稳定． 

3 数值模拟 

给出两个数值模拟的例子来验证结论． 

例 1 在模型(3)中，设 b一0．3，fll一0．8， === 

0．4，口一0．2，m一0．7，)，一0．45，0—0．5，r一1．计算 

得，R0—0．4983< 1． 

例 2 在模型(3)中，设 b===0．3， 一0．6， 一 

0．3，a===0．05，m一0．6，y一0．5，0—0．6，r—1．计算 

得，R。一0．1918< 1． 

由定理2可以知道上述两个数值模拟例子的无 

病 r周期解都是全局渐近稳定的． 

图 1(a)描述了当 r一1时 S (￡)，S2(￡)，J( )的 

时间序列，通过观察可以看到，当t从6到1O时， (￡) 

一 0，S ( )，S (￡)全局渐近稳定到一个 r周期解．同 

时图1(b)也描述了一个无病r周期解的全局渐近稳 

定，只是这个 r周期解达到全局渐近稳定所需要的 

时间t与图1(a)的不一样．因此可以知道，对于所建 

立的具有阶段结构的脉冲免疫接种 SIR模型，虽然 

相应的有效系数的数值不同，但是只要满足R。<1， 

该系统都存在全局渐近稳定的无病 r周期解．从而 

定理 2的可行性得到证实． 

O 1O 20 3O 4O 5O 6O 7O 

f 

图 1 无病 r周期解的全局渐近稳定性 

(a)例 1的结果 ，(b)例 2的结果。 
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由(14)式可以得出 

+ (2+ t)y一 垃 一 (3，。+ Y )z2一 

( + x1) + ( 一 。)( — z )， 

上式两边乘 得 t
y 0 

未c ，一 + z一 
( + ) ．( 一 。)( 一z ，0) 

Y0 Yo J’ 

将 z ，Y。及 Y 代人上式，使用 Taylor展开式，通过 

繁琐的计算，最后得到yz中包含最坏的奇异性项为 

一

2z +÷z + ． 
为消去 中最坏的奇异性，令一z + + 一 

0，解之得到伸缩函数 

2A 

一一面 ‘ 

从而得到方程(1)的近似展开式 

：==A -tt-2{1+ [ + 1一j_ I ～ ( 2+ 

1  
。
)d + 0( )， 

其中t满足方程 

z= 一 一 z 一 一 十 。 ‘ 
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