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摘要：应用 Fan子方程法和符号计算软件 Maple得到变形浅水波方程组新的精确解：三角函数精确解、双曲 

函数精确解、有理函数精确解、双周期 Jacobi椭圆函数精确解和双周期 Weierstrass椭圆函数精确解． 
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Abstract：The Fan sub—equation method and symbolic computational software—Maple are used 

to study the variant shallow water wave equations．Some new exact solutions for the variant 

shallow water wave equations are obtained such as triangular function solutions，hyperbolic 

functions，rationa1 function solutions，Jacobi elliptic function solutions with double periodic 

and W eieratrass elliptic function solutions with double periodic． 
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求解非线性方程的精确解是非线性科学的研究 

热点之一，为了寻找非线性方程尽可能多的精确解， 

人们发展 了许 多方法，比如 ：反散射方法 ，Hirota双 

线性法，Backlund变换法，动力系统分支理论方法， 

Tanh函数法，F展开法等． 

2003年 ，范恩贵l】 提 出一种求解非 线性系统 

的子方程 法——Fan子方程法 ，近来 ，文献 E3]改进 

了这种子方程法 ，获得了更 为丰富的精确解．这说 明 

Fan子方程法是求解非线性偏微分方程的一种非常 

有效的方法． 

本文考虑变形浅水波方程组L4j： 
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【h +U + (hu) + Uxxx一0． 

的精确解．文献Es]已经用直接积分的方法得到方程 

组(1)的 3组精确解，本文用不同的方法，即 Fan子 

方程法，获得该方程更多的新精确解． 

为求方程组(1)的解 ，令 

u(x， )一U( )，h(z，￡)一H ( )， 一 + + ， 

(2) 

其 中 d为波 速 ，k，d，7"1为 常数 ，将 (2)式 代人方 程 

(1)，并关于 积分一次得 

J dL厂+kH+ k u 一e kzdU"+g1一O． (3) 
IdH+kU+kHU+k。 +g2—0， 

其 中 g ，g 为积分常数．假设方程组 (3)有解 
1 2 

【，( )一∑口 ( )，H( )一∑b ( )． (4) 

其中新变量 一 ( )满足子方程 

( )一 (5) 
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其中 一±1，a，，b ，C 是待定常数．把变换(4)和子 

方程(5)代入方程(3)并平衡方程(3)中最高阶导数 

项和最高阶非线性项，得到 r 一2，r。一2．因此方程 

(3)有解 

U 一 “。+ ＆l + az cp ，H 一 6。+ bj + 62 。． 

(6) 

新变量 一 ( )满足子方程 (5)，再把变换(6) 

和子方程(5)代入方程(3)，令所有形如 ( ) ( 一 

0，1，2⋯；q=O，1)的项 的系数为 0，得到一组关于 k， 

d，￡， ，“ ，b 和C，的代数方程： 
1 

÷ ；一6￡ k 2c4—0， 

一 5￡ k da 2 C3— 2￡ k。 l C4+ ka1a2— 0， 

2— 4e k 2 c2一 ￡ k da1 c3+ kb 2+ 

去忌＆ +ka。(z z===0， 

1～ e。k lC2 q-ka。“1— 3e。k。da 2Cl+ kb1—0， 

da。+ 1 j+kb
。 一 号￡ 是。da c + 一 

2￡ k da 2f0— 0， 

kb 2“2+ 6k。 n2C4— 0， 

2忌。 n1 c4十 kb 2“l+ kb1“2+ 5k。 以2c3— 0， 

4是。 。口2 c2+ db 2+ ka 2+ kboa 2+ kb 2a0+ 

是。 n1 c3+ kb1n1— 0， 

3k。 n 2fl+ kb。＆l+ k3 a1 c2+ kal+ dbl+ 

kb】＆0— 0， 

g2+ka o+去志。 。n1f1+2k。 口2f。+db 0+ 

kb 0“0— 0． 

应用符 号计算软件 Maple解得此方程组 有 以 

下 5种情况 的解 ： 

情况 1 二==c1一f3一口l一6】===0，或 f。一 ， 
4c 

Cl。= C3一 “l— b1— 0， 

一

一 2d ￡。+ 8s k d 2+ k。 。 
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其中 走≠ 0，E≠ 0，d≠ 0，C ，C 为任意常数． 
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其中 k≠ 0，￡≠ 0，d≠0 为任意常数． 

情况 3 co—cl一0，c2一 ， 
4C 

，“l一6E kdc ， 

6。= -- 2k232~4d2

4

c
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4
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一 3k C3，b2一 一 6k C4， (9) 

其中 k≠ 0，￡≠ 0，d≠ 0，f2，C。 为任意常数． 

情况 4 c0一Cl—f2：c3一nl：bl一0，“0一 

警 e 
= -- 6k。 (1(j) 

其中k≠ 0，￡≠ 0，d≠ 0，c 为任意常数． 

情况 5 C2一C4一＆2=：=b2—0，n0一 

，n 一 3e。 。，
d 2庭 ～ ⋯ ～ ’ 

’61一号脚 ，⋯) 
其中 k≠ 0，￡≠ 0，d≠ 0，c。为任意常数． 

把以上情况 l～5分别代人方程(5)，能够获得 

变形浅水波方程组的 13组精确解． 

由情况 1，得子方程 (5)的两组三角 函数解 ，两 

组双曲函数解和三组双周期 Jacobi椭圆函数解： 

C4< 0， (17) 
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_+√一 s √一 ，， 一士√一 n ̂、／一 
C2< 0，C4> 0， (18) 

其中 为 Jacobi椭圆函数的模．通过变换 (6)，求得 

变形浅水波方程组 的精确解 
一 2d ￡ + 8e k d 2+ 愚 

12e kdc 4 ， 

+ 

一 8k。 。￡ d C2— 4e d + k 
一 — — — —  

a 

— — 一 一  

e 

6k。 c4 ， 

1≤ i≤ 7． (19) 

由情况 2，得子方程(5)的一组三角函数解和一 

组双曲函数解 

一

鲁 ec2( 0， (20) 

。一 一 sec cz> 。． (21) 

再通过变换 (6)，求得变形浅水波方程组 的精确 

解 
一

2d。￡ + 2e 忌 d C2+ k2 ． 
l 一 — — — —  — 一 十 

3e kdc 3 ， 

， 

一 2忌 艿 e d C2— 4e d。+ k 
一 — — — —  

d — — 一 ～ ‘ 4e 

忌 。c。 ， 

i一 8，9． (22) 

由情况 3，得子方程(5)的一组三角 函数解和一 

组双曲函数解 

ec (丢 ) 
10 === 一  

C2< 0． 

2；t~／= tan(妻 )+c。 1 ， 

(23) 

c。sech ( ) 

@11=——————————— }———————一 ，c2：>0． 
22 tanh ( )一 f。 

通过变换(6)，求得变形浅水波方程组的精确解 
一 2d e + 2e k d c2+ k2 ． 

“ 一———— 厂—～ 十 

6￡ kdc 3 + 12e kdc 4 ， 

一 2忌 。e d C2— 4e d + k。 
一 — — — —  

a 

— — ～ ～  

e。 一 

3k c3 一 6k C4 ， 

(24) 

i一 10，11． (25) 

由情况 4，得子方程 (5)的一组有理函数解 

一  > O． (26) 

通过变换(6)，求得变形浅水波方程组的精确解 
一 2d e + k 。 
—  — 一  

+ 12e kdc 4 2， 

1矗 。一丁--4e4d2 Jr 84k2一s走z z { ． 27 
由情况 5，得子方 程 (5)的一组 双周期 Weier～ 

strass椭圆函数解 

13=== ( 土 ，g2，g3)，c3> 0， (28 

其中g ～ 4Cl
，g。～

4c0是 weierstrass椭圆函数 

的不变量．通过变换(6)，求得 变形浅水波方程组 的 

精确解 

一 +3e2 l 。一—— 一十 s 

一  

上述精确解除了文献[5]中相同的结果外，还一 

些新的精确解 ，比如 ：双周期 Jacobi椭圆函数解 、双 

周期 Weierstrass椭圆函数解和有理函数解． 
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