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摘要：利用谱降维方法可以归结为求解带权图Laplacican矩阵L(G)的特征值A，。对应的特征向量这一理论t

通过代数方法估计A，r。的下界．并讨论非带权图的情况下|：I，。的下界．
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Abstract：The application of spectral dimension reduction method can be attributed to solve

the eigenvectors corresponding to the eigenvalues of weighted graph Laplacican matrix L(G)．

The lower bound of．；L，r_l is given by using algebra method，and discussed the case of non—

weighted graph．
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降维问题的一般化描述为：设z。，z：，⋯，z。是

R‘上的以个点，找出R”上的玎个点y，。y2’．．·，弘，用

y。表示z。，1≤i≤n，这里m<Z．．

设G一(V，E，叫)是带权无向简单连通图，其中

顶点集V={功，v：，⋯，口。}。E=E(G)是G的边集

合．若di表示顶点。i在G中的度，N(i)表示顶点可i

在G中的邻域，从而有f N(i)f=Z．对于G中每条边

赋予一个正权值．‰，瞄翥u印∞’’△
硼；=乏：叫。．带权图G的Laplacian矩阵定义为

鬲
L(G)一D—W。其中w是G的权值矩阵，D是对角

阵，其对角线上第i个元素为叫，．易知：(1)L(G)是

对角占优的对称矩阵，从而L(G)是半正定矩阵I

(2)L(G)的最小特征值为O，对应的特征向量为1，

且当G是连通图时，特征值。的重数为1．不妨设．；I。．
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A。，⋯，A，。。A。=O为L(G)的所有特征值(按值的大

小以降序排列)．将G中每个顶点所表示的f维向量

降维成为m维向量，并保存顶点大部分有用的信

息，相当于求解⋯：

argmin tr(yTLy)，
yTDy：7

即计算拉普拉斯矩阵L除最小特征值0外前m个最

小特征值对应的特征向量，分别记为y。，yz，⋯，如，
则矩阵y=[y。y。⋯y，]即为所求．z，一(^(f)，

，：(i)，⋯，，m(i))，特别地，利用上述降维理论取m

=1的特殊情况可以将每个顶点映射成实数。此时y

可以通过求解L的次小特征值对应的特征向量得

到．因此在理论上估计带权图LapIacian矩阵除最小

特征值O外。前m个最小特征值的范围对实际应用

有着重要的指导作用．为方便表述，记A．r。表示除最

小特征值。外第f小特征根，1≤f≤m．

文献[2]给出关于最大特征值的一个上界，因

此对于A一，有
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文献[3]给出A，。的一个下界，并讨论非带权图的情

况．本文运用文献[3]的证明方法，扩展该文的结

果，给出A，，(1≤f≤n)的一个下界，并讨论非带权

图的情况．文中涉及的符号和标记若没有特别说明，

则与文献[4，5]一致．

定理l设G是疗阶简单连通带权图，则

A一·≥丢叶县饥，{伽·+q一
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设z=[zI，zz’．．·，卫．]T是对应特征值

．：I，。的特征向量，即

Lz 2A，rlz， (1)

则有z≠o且∑z．=o．设z；=max{z。，z。，⋯，
●=1

z。}，则工f>0．令‘=min{z．：仇口‘∈E(G))。则

V志：仇vi∈E(G)，有t≤zI．由(1)式可得
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将(2)式中的两式相减．再由而≤z。≤z．得

(2)
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推论l 当G是非带权图时，A，r，≥
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注l 本文得到带权连通图次小特征根的下

界．由于G是连通图，因此A，广。>o恒成立．但是由分

析可知我们得到的下界并非严格大于0，如何得到

．：I一。严格大于0的下界还有待进一步研究．
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