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摘要：分析一类具有种群Logistic增长及非线性发生率的时滞sIS传染病模型的正平衡点局部稳定性。应用

规范型理论和中心流形定理给出该模型关于Hopf分支周期解的稳定性及分支方向的计算公式．最后使用

Matlab软件对所得结果进行数值模拟验证．
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Abstract：A delayed SIS Model with Species Logistic growth and a non—linear incidence rate is

studied． First，the local stability of the positive equilibrium is investigated．Then，based on

center manifold and normal form，the formulas for the determining the direction of Hopf bi—

furcation and the stability of bifurcating periodic soIutions are obtained．Finally，some numer—

ical simulations are carried out by matlab program．
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自1932年Kermark和MckendrickⅢ提出SIS

传染病模型以来，许多学者在文献[1]的基础上作了

进一步研究，建立了大量传染病模型，如文献[2]研

究具有免疫和人口总数变化的sIS模型．文献[3，4]

讨论一类具有变时滞SIS传染病模型．在传统的

SIS模型中，大多假设人口的总量是常数．这样的假

设仅当疾病的传播数度快，流行时间短。环境封闭且

忽略出生率和死亡率的情况下才是合理的．但是在

实际问题中，人口的总量是在不断变化的．文献[5]

假设人口总数量按Logistic增长，因此易感者人数

S(f)也是按Logistic增长，即：
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其中S(t)表示易感者在时刻f的人数，，．表示自然增

长率，K为环境容纳量．

在经典的传染病模型中，大多数模型都采用双

线性发生率(声J)和标准发生率(芦J／N)[6~3]．双

线性发生率针对接触率与环境内人口总数成正比．

标准发生率是假设接触率为易常数。这样的假设也

是符合实际的，因为易感者人数越多，病人与易感者

接触的机会越大，因此传染力就越大．但是在某种情

况下，这样的假设也不合理，比如，在实际问题中，易

感者人数再多，一个病人与他接触率在单位时间内

也是有限的．因此在文献[9]中，Capasso和serio提

出饱和增长率g(，)：
org(D一击，
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其中发生率中口为心理作用系数，即易感者知道染

病者染病后．就会采取相应措施从而影响发生率变

化．从传染病传播规律看，饱和增长率更符合实际，

研究饱和增长率的传染病模型更有利于提供有力的

保护措施，从而预测疾病的进展情况．

基于上述考虑，本文研究的模型如下：

f警=舢一未，一舞等等+"，
I掣：篙黑一(y+引，I一=—J—————————————一一‘V+，，-J．
I df 1+口J(f—r)、’⋯‘’

其中J(f)表示染病者在时刻f的人数，y为移出率，d

为疾病的死亡率，r为潜伏期K。口，y，d均为正常数．

1 模型稳定性与Hopf分支

定义基本再生数

．R。；器，
当1<R。<2时，系统(1)存在唯一正平衡点E。=

(S。，J。)，其中

s·：皿丝粤血盟∥：
d

一6+、历Fii
———瓦■一’
其中．口=半扣d+半

证明 对于(2)式来说．首先证明正平衡点

E。稳定性．

当r=o时，系统(2)化为

A2+(ml+力1)A+mo+以o=O． (3)

由条件(i)可知譬擀一}军等_>o·所以有
优-+行，=(d+y)(1一i_干之，)+鲁+

争>o，m。+n。=(d+y)(鲁+争)(1一『干}，+糌一挥争>o．1+口J。7。(1+口J’)2 1+口J。7”

由Routh—Hurwitz判定准则知，等式(3)的所有根

都具有负实部，则正平衡点E’在r=O时是局部渐

近稳定的．

当r>O时．设特征方程(2)有纯虚根A=b(∞

>O)，代人(2)式分离实虚部得；

优l叫=起osin∞r一以l御cos町，

叫2一mo=行ocos山r+nl山sin叫r． (4)

由(4)式得：

御‘+(m{一2mo—n})∞2+m3一行5=O． (5)

因为
。

m。飞=(d+y)(警+争)+
!垡±Z2 f堕二牟丝二、一揸!： 一!垡±Z!型：．

一 1+口J。、K 。S。7 l+口J。 (1+口J‘)2’

半#一≮严一半．
系统(1)的线性化矩阵在正平衡点E。=(S。，f。)

特征方程为： ．

^2+铆lA+mo+(nlA+no)P一1 7=O， (2)

其中

m-=d+y+譬+争，m。=(d+y)(等+

争卜器，行t一等椭=糌一
!垡±Z2(尘士止、
1+口J’、K ’S。“

定理l 当1<R。<2时，如果条件(i)d>

酊I。，(ii)仇。一行。<0成立，则当r从零增加时。存在

一个定值r0使得当r∈[o，r0)时。正平衡点E‘是

局部渐近稳定的，当r>r。时，正平衡点E。不稳定，

而当r=ro时，系统(1)在平衡点附近发生Hopf

分支．

mi一2加。一雄f=(d+y)2(1一订_南’+
c令+争，2+斧争>o．
由条件(i)．(ii)成立，则存在唯一、正的∞。满足等式

(5)．即特征方程(2)有一对形如士幻。的纯虚根．由

(4)式可知相应∞。的“为

一去arcc。s吐与等拶+等，叫o ni。t_行i∞i ∞o

(糟=0，1，2⋯)．

当r=O时。E’是稳定的．因此由Butler[10]．的引

理知，当r<r0时，E。仍然保持稳定．这里r。=“("

=O)．我们要证明

掣It-～>o．
首先对(2)式关于r求导得

(2A+优l+行IP—r—f(行lA+行。)P-^r)空=
A(nlA+no)e一^r，(登)一=耻坐黑等最衅．
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因此，

咖{半k咄行{Re(圹k一蹭挖IT 7～。一朋I№I磊J 7～。一
矗+(以：一扰：)
∞5(扎3+，13 cc，：)。

由优。一，lo<O得

掣|r|”；～>o．
因此，Hopf分支在r—ro，叫一∞。时发生．

2模型H叩f分支方向及稳定性

Hopf分支方向以及分支周期解的稳定性计算公式．

令zl=S—S。，z2一J—J。，zi(￡)一zf(矗)，r=ro+

产，艿，一赤，为了方便起见，去掉“一”，则系统
(1)变为

z(￡)=LP(z，)+／(户·zr)， (6)

其中z(￡)=(zl，z2)T∈R2，z，(口)=z(￡+口)并且

L。：C—R2，，：R×C—R2分别表示如下：

L，(≯)一(r0+

户，f_嚣争一。一∞；]+(动+【 文∥。 一(y+d)J岬”～’

∥，[：=焉他酬，
厂=c ro+卢，[2]，

其中厂·2一青乒}(o)+卢as。贸乒；(一1)一卢d}庐z(一
1)乒-(0)+p口艿}≯；(一1)≯-(O)一p口2掰S。，l；(一1)+

⋯，^=一p口S‘辞声；(一1)+p艿；声z(一1)庐，(O)一

p口8}《(一1)乒·(o)+卢口2掰s‘声；(一1)+⋯

由Riesz表示定理，存在分量为有界变差函数的二

阶矩阵叩(口，P)．[一1，o]一R2，使得

L，声=I，d7(口，卢)声(口)，庐∈c．
事实上，只取

叩(口，p)=(ro+

产，f-鲁一争 y k吨+
【 况∥。 一(y+d)J

产，曙=焉’卜圳，

定义

f警胀[_1’叭
A(P)庐一{r。

【J一1d7(口，产)j5(口)，口=o·

脚栌{Z％≥
则方程(6)可以写成泛函微分方程

主。=A(P)z，+R(户)z，， (7)

其中z一(zl，z2)7，z，一z(￡+口)。口∈[一1，o]．记c’

是c的对偶空间，叩(口)=叩(口，o)对于P∈C([o，1]，

(R2)。)，定义

f一掣，s∈(o，1]，
A。妒(s)一{r0

虬d17(f’0)驴(_D’s-o·
定义双线性形式

<驴，乒>一9(o)≯(o)一J卜l J刚妒(e一
口)d叩(口)乒(亭)d车， (8)

其中叩(口)一7(口，o)．

g(口)与g‘(s)分别是共轭算子A与A。当卢=

O时相应特征值幻。和一面。的特征向量，直接计算

可得

q(口)=(1，

万阿下音g百丽nh印，(y+d)+泐。一艿I(y+d)P一。o ro’。

q％，=D㈦堕专氍产妒删．
满足<q。，q>=1，<q。，g>一1，其中D一

1+glq?+ro(y+d)艿lql(一1+q?)P。o～

计算在F=O处决定中心流形的变量．设z。是当

．‘‘一0时(6)式的解，定义

乏(f)=<q。(口)，z。>，∞(f，口)一五一

2Re{z(f)q(口)}． (9)

在中心流形Co上，有叫(z，z)=(z(￡)，z(f)，口)，

其中

硼(z，：．口)=竺≠+硼。。丢+竺≠+⋯(10)
：和z是9’和g’方向上中心流形co上的局部变

量．注意工，是实数．则加是实数．在这里只考虑实数

解，因为卢=O，对于(7)式的解z。∈co，有：

主(f)一(q’(口)，工(f)>=洳oz+q。(O)^(z．2)．
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(11)式可以写为

2(f)=矗￡，02(f)+g(2，2)，

其中

(11) 这样可以确定92，，所以g。：，g。。，g。。都可以确定．同

时可以计算下列值：

f。(o)=去(g。。g。。一2 g。。I 2一上肇牛)+譬，
厶CU0 6 Z

g(z，三)=g。。萼+g。。丢+g。：萼+92。雩+⋯
通过比较系数可以得到

920一2r0D{(否I*一1)(一pas。掰92r2‰f。+

卢艿j"咱。fo)一未}，

g--一2roD{(石·*一1)(一．|9口s。掰l g。I 2+

p艿jRe{g·厂‰))一专)，

902=2roD{(弓l*一1)(一J9口s。掰弓}P2。。ro+

卢艿}q-P‰)一云}，

g。。=r06{(石。。一1)[(一触s。辞(2硼砻(一

1)glP。o ro+4硼i{’(一1)qlP一‘lofo))+

卢艿{(硼器，(o)；1 P‰ro+训器(一1)+2叫{；)(o)q。Ph ro+

2锄；j’(一1))一J9口占{(2qle一2‘。ro+4 Iql l 2)+

卢口2s’掰(6q}I q-I 2e咱。fo)]一未(2钟；3)(o)+

w。。(p)：塑卫g(o)P‘-。fo+毒熏苴；(口)P一-。to+

wI。(口)：一!匦q(o)P‰ro+!址；(口)P一。。ro+

卜嘉争：¨：：篡意。啪。～】-1．【 一p艿l J。 2“o+(y+d)一(y+d)凼c-2。ofo J

r=：=篡剖。【一卢口s。科g}P一2-oro+p占i口lf-o ro J

．．f雩二+警 (y+d)d。一)，1_
E2=2 K。s‘ ”一～1 7

I．
【一膨l，。 (y+d)一(y+d)况J

jp口s。斑I g·I 2一卢艿}Re{q-P吣～}一景l
【一触s。掰I口t I 2+膨}Re{口。P-。ro}J

口z=渊，玉=2Re{fl(o))'Tz=
lm{fI(0))+＆1m{A’(r0)}
———————————————————————————————一●

‘D0

定理2 (i)口：决定了Hopf分支的方向：如果

口z>0(<O)，产生超临界Hopf分支(次临界)I

(ii)虽决定了Hopf分支稳定性：如果虽>o(<o)，

周期解是不稳定的(稳定)；(iii)丁2决定了分支周期

解的周期：如果Tz>O(<O)，分支周期解的周期增

加(减少)．

3 数值模拟

我们选取如下数值：y=O．4。K=2，口=1，口=

O．01，r—O．001，d=0．8，使用Matlab软件进行数

值模拟，可以求得正平衡点E。一(1．2001，0．006)，

叫。=0．0473，r0=0．9514．由定理1可得正平衡点E。

是局部渐近稳定的(图1)．由定理2可知系统(1)在

正平衡点E’附近产生分支周期解(图2)．
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