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摘要：针对非线性互补问题．构造一个新的光滑逼近函数．分析该函数的一些基本性质．再利用该函数建立求

解非线性互补问题的光滑牛顿算法，证明在适当的条件下这一算法是全局及局部超线性收敛的．最后用数值

算例验证该算法是有效的． 一
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Abstract：A new smoothing approximation function of NCP is given and some properties of

function are analyzed． By this new function，a new Jacobian smoothing method for Po—NCP

is proposed．The presented method is globany and locally superlinearIy convergent under

suitable conditions． Some numerical results show that this method is effective．
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非线性互补问题与数学规划、变分不等式、不动

点问题及对策论等有着密切的联系[1矗]．其数学模

型是指：求向量z∈R“，使得

z≥0，F(z)≥O，zTF(z)=O， (1)

其中F：R“一R”是连续可微的非线性向量值函数．

非线性互补问题应用广泛，其理论特别是算法

的研究很受重视，已报道有多种数值算法来求解问

题(1)．建立算法的基本思想是将问题(1)转化为等

价的非线性方程组或非线性最优化问题来求解．近

几年，研究者又对求解非线性互补问题光滑化方法

产生了浓厚的兴趣[3~7]．而构造光滑化方法的关键

问题之一是构造“分析”和“计算”性质俱佳的光滑逼
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近函数．本文提出一个新的光滑逼近函数，并利用

这一函数建立一个新的光滑牛顿法，给出算法的收

敛性分析．最后通过一些数值实例验证所提出的算

法的有效性．

我们假设问题(1)中的F是连续可微的P。函

数，即F满足：

max (蔬一弘)[F．(z)一F‘(y)]≥o，
l<·≤～¨。≠只

V z，y∈尺”．
‘

l新的光滑逼近函数及其性质

称函数妒(口，6)是一个NCP函数，如果满足：

9(口，6)=0铮口≥O，6≥O·n6=0．

不难发现，min函数P。讯(口，6)=min{口·6)是一个

NCP函数．那么问题(1)可以转化为非线性方程组

来求解：

①(z)：=

9。i。(zl，Fl(z))

9。i。(z。，F。(z))

=O．
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由于函数妒。t。(口，6)在口一6处是不光滑的，因而无

法使用传统的牛顿法来求解此非线性方程组．为此，

提出min函数的一个光滑逼近函数，以便通过该光

滑逼近函数将问题(1)转化为序列光滑方程组求解．

定义函数9：(O，1)×R2一R如下：

(2)

引理l 函数妒(∥，口，6)是min函数妒。i。的光

滑逼近函数，且

妒7p(∥，口，6)=

f6，口<6，

．i口+·一(，+宇)P毕一，口≥6，
妒7。c户，口，6，={三；丢竺户，P一}。，"

(3)

，口≥6，
(4)

妒7。cP，口，6，=倍：丢!卢，P一宁。，¨，口≥6．
(5)

对于O<Ⅳ<1，通过直接计算即可证明

鼽(口，6)的光滑性及(3)式，(4)式和(5)式．此外，

显然有lim体(口，6)一妒。i。(口，6)．

利用光滑逼近函数(2)，问题(1)可以转化为

带约束的非线性方程组：

H(2)；2H(产，z)2(垂竺))2。， (6)

其中

f妒(产，zl，Fl(z))1
垂(z)；=圣(∥，z)=I i l． (7)

19(∥，z。·F。(z))J
不难证明。当O<卢<1时，H(z)是光滑的，

且其Jacobi矩阵H 7(z)为

H’(。)一(0之)D。(2)+芝(z)F，。))．
(8)

这里 ．

v(z)一(ul(z)，。2(z)，⋯，口。(z))T，

D。(z)=diag{口l(：)。口2(z)，⋯，口．(z)}，

D6(2)．一diag{61(z)，62(2)，⋯，6。(2))，

fF。(z)．i∈口(z)，{z。+·一(·+半)e一}“·一“))，
【 i∈口(z)，

fl，i圣口(z)，

口。(z)一．{产+(1一产)P一3尹(J-一‘(J))，
【 i∈口(z)，

阻，i仨口(z)，

抚(z)=_{1一(1一岸)P一宁(zt一‘“)’，
【 i∈：(z)，

指标集口(z)=㈦zi≥R@)}．不难发现，当O<

卢<1时，有

O<口f(2)≤1，0<6i(z)≤1，i=1，⋯，n．
(9)

引理2 瓯(z)满足Jacobian相容性，即

limdist(①7。(z)，a，圣(z))=O．

证明只需证明

li毋dist(V仇(z。，F。(工))，a9。i。(工。，Ff(z)))=
￡厂一V

O (10)

即可，其中a9。。(z，，F。(z))是9。i。(z；，E(z))的

广义梯度．由于

V，(卢，zi，Fi(z))=

f6+卢VFi(z)，i硭口(z)，

{胪i+VF。(z)+(1一p)e一宁h·一‘‘圳(B一 (11)

【 VFj(z))，i∈口(z)， ．

其中ei是第i个坐标为1其余坐标均为。的村维单

位向量．注意到

a妒。i。(zf，Fi(z))=

f 岛， 若五<E(z)，

≮{巳，V Fl(z))， 若而=Fi(z)，

【 VF。(z)， 若zi>Ff(z)．

那么由上式及(11)式立即可得(10)式成立．

引理3设F是P。一函数，H由(6)式所定义．

那么对于任意的0<Ⅳ<1和工∈R。，H是连续可

微的，且其Jacobian矩阵H7(z)是非奇异的．

证明 由(8)式可知，只需证明D。(2)+

D6(z)F7(z)非奇异即可．显然，对于0<卢<l，

由(9)式可知，对角矩阵D。(z)，D。(：)都是正定

的．另外，由于F(z)是P0函数，故其Jacobian矩阵

F7(工)是P。矩阵．从而由P。矩阵的性质，可推出

V瓯o)=D40)+D。(z)VF(z)是非奇异的．

2光滑牛顿法及其收敛性

利用光滑逼近函数，建立求解问题(1)的一个

Jacobi光滑化方法．对于7∈(0，1)，令艿：R州一

R+为 ．

艿(z)：=ymin{lI H(2)0，0 H(2)0 2)．

(12)

算法l (Jacobian光滑化方法)

步骤0 选取参数P，口∈(0，1)，Po∈(O，1)，

及初始点z。∈R。．令三=(弘。，O)∈R十+×R。，zo=

≥}

=

，

一棚妯妒印m+豇群
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(麒。，zo)．选取)，∈(o，1)使满足y II H(zo)I|<1及

扭o<1．置七：=0．

步骤1若II H(∥)JI=o，停算；否则，记文；

=艿(矿)，转步骤2．

步骤2求解方程组

H(矿)+H7(∥)△z‘=文z， (13)

得△z‘=(胁，z‘)∈R件1．

步骤3令优。为满足下面不等式的最小非负

整数加：

0 H(∥+p”△z‘)0≤[1一

d(1一凇。)，]0 H(z‘)II， (14)

置A．=矿·，z抖1：=≯+A★△2‘．

步骤4令愚：=正+1，转步骤1．

定义集合n一{z=(户，z)∈R川：户≥艿(2)产。)．

定理l 设F是P。函数，那么算法1是适定

的，且生成的无穷序列{∥=(m，一)}对所有的志

≥0满足{卢。)c(O，1)是单调下降的且z‘∈n．

证明 用数学归纳法证明≯∈0．显然，∥∈

n．假设矿∈n．由(17)式及触≥文产。，有

pHI一“I产。一(1一A·)肛+AI艿蝉。一“l触≥
触一“l肌≥舯(文一札1)． (15)

一方面，若0 H(z‘)fI>1，则巩=

y fl H(∥)"，否则，文=y If H(z‘)If．另一方面，

由线搜索(14)式及艿(·)的定义，有

0 H(z川)I|≤0 H(矿)0，瞻。≤
y Il H(z抖1)||，札1≤y 0 H(z川)Il 2．

容易推出卢蚪。一淞。卢。≥O，即z蚪1∈n．那么对任
何七≥O。∥∈n．注意到≯∈Q，V是≥0，即胁≥

文po，故△∥I=一以+文户o≤0．从而产蚪l=胁+

．：l·△p·≤肚，即{卢·}是单调下降的．注意到P。<1，

可知对所有的惫≥0，O<胁<1．

由于O<m<1，又因F是连续可微的P。函数，

故利用引理2可知H7(z‘)是非奇异的．故算法的步

骤2在第走步是适定的．

对于V口∈(0，1]，定义

，．(口)I=H(z‘+以z‘)一H(矿)一

口H’(名‘)△2‘． (16)

由(13)式得

△2‘=一胁+文芦o’ (17)

因此，对任意的a∈(o，1]有

肚+以∥^=(1一口)．￡l·+砧Ipo>O． (18)

由于F是连续可微的．故由引理3可知H在z‘处

也是连续可微的．故(15)式意味着

0 r(口)0=o(口)． (19)

再由(12)式，有

文≤y II H(∥)0，文≤’，|l H(∥)lI 2．(20)

故由(16)式，(19)式，(20)式及(13)式，对任意的口

∈(0，1]有

II H(∥+以z‘)0≤||，-(口)||+(1一

口)|I H(z‘)lI+罅年。≤(1一口)||H(≯)0+

∞仁。0 H(∥)l| + o(口) = [1 一 (1 —

7缸。)口]||H(名‘)0+o(口)．

由上式可知，存在常数二∈(o，1]，使得对任意的口

∈(0，口]，

0 H(∥+以z‘)0 ≤[1一口(1一

凇。)口]|I H(z‘)ll。 (21)

即算法的步骤3在第忌步迭代是适定的．因此，由

(17)式及算法的步骤3可知，A·∈(o，1]，．￡l蚪-=

(1一AI)卢·+A^占★∥o>O．

引理4设F是P。函数，H(z)由(6)式定义．

对任意的o<肛<1，定义水平集

L，(zo)={2=(户，z)∈(0，1)×R”：f|H(2)II

≤0 H(zo)0)． (22)

则对任意的O<产。≤产z<1，集合L(妒)

=U，。≤，≤心L，(∥)是有界的．

证明 用反证法．假定存在序列{一=(触，

一)}使得

P-≤胁≤产z，0 H(∥)0≤l|H(zo)lI，

II一0一蛾 (23)

因为{一)无界，故指标集．，={f∈N：I z?I一∞，

七一∞}非空．作序列≯：

一 f O， i∈．，，

霸。1T?， i硭J，

易知{；‘}是有界的．注意到F是P。函数，有

o≤max(z：一；：)[F．(一)一F。(∥)]一

吧x[F。(一)一F。(；‘)]=z．。[F10(z‘)一F一。(；‘)]．
(24)

这里f。是使(24)式第1个等式右边取最大值的指

标之一．因为i。∈_，，故有

Iim f z乞I=+∞． (25)

分两种情形讨论．

(i)z：一+∞。点一∞．此时，由Fjo(；‘)的有界

性及(24)式可知F。(z‘)不趋于一∞．注意到O<

产I≤触≤∥2·可得
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z：+∥tF。。(z‘)一+∞，户Iz上o+F屯(z‘)一
+00，

故由(2)式，可得!受I驴(雕，zt。，Ft。(一))l一+oD·
(ii)z：一一oo，志一∞．此时，由民(z‘)的有界

性及(24)式可知Fi。(一)≤F乇(∥)．注意到O<P1

≤触≤卢2，可得

z：+肚Ff。(z‘)一一∞，户^z：+F七(一)一
——∞’

故由(2)式也可得!im f妒(肚，zio，F咕(一))l=+蛾

也就是说，无论哪种情形，都有

II垂(∥)ll：=|I①(胁，∥)0一+∞(志一∞)，

亦即

lim 0 H(∥)I|2=lim(口：+II①(z‘)II 2)一
●—·∞ I一∞

+∞．

这与(23)式矛盾．

定理2 设F是P。函数，{矿=(胁，一)}是由

算法1产生的无穷序列，则{∥)的任何聚点z。都

是(6)式的解，即H(z‘)=O．

证明 由(14)式及定理1知，{|I H(矿)0)是

单调下降的且{矿}c Q．因此，由艿(·)的定义，可

知{0 H(矿)|J}和{文)都是收敛的．故存在JIl。，

艿。≥O，使得

lim If H(∥)0=^。，lim文一艿。．
^—-田 ●—·∞

若^。一o，则由H的连续性即可得到定理2的

结论．再证明不可能出现^。>o．事实上，若JIl。>

0，则艿。=ymin{^。，(^‘)2}>O．由定理1可知O

<艿。卢o≤雕≤产o，V志≥o．显然有

∥∈L(20)=U a‘_|lo≤^≤～L^(zo)，

其中L。(zo)由(22)式所定义．注意由引理4知

L(zo)是有界的，那么序列{z‘)也是有界的，故必

存在收敛的子序列．不失一般性，设lim∥一z。．由
●—·∞

(14)式可知，必有lim矿=o．于是，由算法1的步

骤3可得

II H(矿+，·_1△z‘)0>[1一

口(1一枷。)P_·-1]0 H(≯)0．

将上式重新整理可得

!I垡!￡±芷!二!垒兰1 2 1i二!!旦!兰：2 8＼
ID艉·一1

一

一仃(1一扭。)0 H(矿)忆 (26)

以0 H(≯+矿_1△：‘)0+0 H(z‘)0乘(26)式两

边并令走一∞得

2H(z’)TH’(：。)△z。≥

一2口(1一缸。)lI H(2。)II 2． (27)

再用H(≯)与(13)式两边做内积并令足一∞，得

H(z。)7H7(z’)△名。一一』H(z。)|I 2+

艿。H(z’)2． (28)

由(27)式和(28)式可得

[1一∥(1一揪。)]||H(z’)0 2≤艿’H(2。)z

≤艿。阳||H(2。)|I≤伽。||H(z。)0 2． (29)

注意到0 H(z’)0一^。>o，则(29)式可化简为1

一盯(1一凇o)≤凇o，即(1一口)(1一弘o)≤0．这

与口<1和伽。<1矛盾．故必有I|H(z。)II=JIl‘

=O，从而有H(z’)一O．

收敛性分析时需要用到如下假设．

假设l 问题(1)的解集S={z∈R”：z≥O，

F(z)≥0，z’F(z)一O)非空有界．

类似于文献[7]中的证明可得

定理3 设F是P。函数，{z‘=(卢。，一)}是由

算法1生成的迭代序列．若假设1成立，则{z‘)有

界，因而至少有一个聚点z‘=(卢’，z。)，且H(z。)

=O，z。∈S．

定理4假设定理3的条件成立．设z。=(卢。，

z’)是序列{z‘}的一个聚点，且V V∈aH(z’)都

是非奇异的，则有

(1)对于所有充分靠近2。的z‘，恒有A三1．

(2){矿}超线性收敛到z‘，即0 z抖1一z。0=

o(0≯一2。0)，并有卢抖l=o(触)．

(3)若F7(z)是Lipschitz连续的，则收敛速度

是二阶的，即II z川一z。0=o(0矿一z‘II 2)，并

有户抖l=D((雕)2)．

3 算例

取参数JD=0．6，叩一0．05，口=0．2，卢o=O．05，终

止准则取为II H(z‘)0<10一．程序运行环境是

MATLAB 7．5．PC机的配置是CPU 3．06 GHz，

内存2GB．

算例l (Fathi问题)．考虑线性互补问题：

F(z)=尬+q，其中
[M]i一4(i一1)+1，i一1，⋯，行；

[M]。一[加。+1，i一1，⋯，村一1；』一i+1，⋯，
n；

[M]。一[M]。+1，j=1，⋯，以一1，f=J+1，⋯，

行：

口=(一1，一1，⋯，一1)T．

这个问题有精确解z。一(1，O，⋯，0)T．取初始
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点一=(0，O，⋯，O)T进行计算，结果如表1所示．

寰l算例l数值结果

算例2 (Kojima—Shindo问题)．考虑非线性

互补问题：测试函数为

F(z)=

3z；+2zlz2+2zl+z3+3zl一6

2zi+z1+zl+1023+2z‘一2

3zf+zIz2+2z；+223+924—9

zi+3z；+223+3z．一3

这个问题有一个非退化解z。一(1，O，3，O)’和

一个退化解z一=蛳／2，o，o，1／2)T．对于不同的
初始点。数值结果如表2所示．

寰2算例2数值结果

算例3 (Hanshoop问题)．测试函数为

m啪炉f-x‘

b∥_司l= ： ：l
其中移(z)=(zI+2．522)’(2．523+z‘)’(225+

326)p，口=O．7。户一O．2，∞=(O．8，O．8)’，

广2 2 2 2 2 2 2 2 2 2]
A 5【-3 3 2 2 1 l 1 o．5 1．5 o．5j’L3 3 2 2 1 l 1 o．5 1．5 o．5J

B一

厂1．5 1．5 1．5 1．5 1．5 1．5 4 3 1．5 1．5]
L_2．7 2．7 1．8 1．8 o．9 o．9 o．9 o．4 2 1．5j

C一

广1 1 1 1 1 1 1 1 1 1]

Lo．5 1．5 1．5 o．5 o．5 1．5 1．5 0．5 o．5 1．5J

分别取初始点为：yo=(O，O)Tt“o=(O，o)T，肛。

=0．05，zo：(1)，O．3eI(2)，(O，O．3，0．3，O，0，0．1，0．

3，O，O，O．3)T；(3)，(O．3，O，O．3，O，O．3，0，O．3，O，O．

3，O)T}(4)，e；(5)，4e；(6)，6eI(7)，10e．数值结果见

表3．

农3算例3数值结果

从上述3个数值算例结果(表1～3)可以看出，

本文提出的算法是有效的．
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