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摘要：讨论一个具有非线性关系的退化四阶抛物方程的初边值问题，在一些初值的假定下，证明该问题弱解的

唯一位．
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Abstract: An initial-boundary value problem for a fourth order degenerate parabolic equation with 

nonlinear relation was considered. Under some assumptions on the initial value,the uniqueness of 

weak solutions is proved. 
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本文考虑如下具有非线性关系的退化四阶抛物

方程

去＋M l 今ulρ飞u)-6.u 十 λlu IP 2u = O, x ε 

D,t > 0 ，户 ＞ 2, (0.1) 

其中 ［）， c RN 为有界区域，6.;u = 6.(6.ulρ z t::,.u ） 称为

户双调和算子，ρ ＝ 2 时为通常的双调和算子．

根据物理学的研究，通常对方程（0. 1）补充以

自然边界条件

u = 6.u = O,x ε aD ,t > O, (0. 2) 

以及初始条件

u （工， 0) = u0(x) , x εD. (0. 3) 

方程（0. 1 ）为典型的高阶方程，具有丰富的理

论内涵．近年来，有许多关于 p 双调和方程研究的
文献，如 Pavel Drabek 和 Mitsuharu OtaniD J 研究了
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方程

!:::,.( 16.ul ρ26.u)=-llulρ－ 2u ，户 ＞ 1, (0. 4) 

并证明了（0.4）式，（ 0. 2）式有一个单的、孤立的正

主特征值 λl •

方程（0.4）为椭圆方程，但是，关于具有？双调

和算子的抛物方程的研究，目前在国内外文献中所

见甚少．本文所讨论的方程有些类似于 p-Laplace 方

程，但是用于研究 p-Laplace 方程的许多方法，如基

于极大值原理的方法，对此方程不再有效．由于退

化，问题（0. 1)~(0. 3）不再有通常意义下的古典

解．文献［2］证明了问题（0. 1)~(0. 3）弱解的存在

性，本文在一些初值的假定下，证明问题（0 . 1)~ 

(0. 3）弱解的唯一性．

1 定义及引理

定义 1 一个函数被称为问题（0. 1)~(0. 3) 

的弱解，如果满足下列条件 ：

(l)u 仨 L"" (O,T; W~’气。））门 C(O,T;L气。）），

尝 EL"" (O,T;W严 〈ο）〉，其中扩是户的共辄
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指数．

(2）对任意的伊ε cr (QT) ,QT= {l × ＇＇（＇G,t T），以

下积分等式成立

- ff~ u idxdt + f Lr I t>俨A均创t -

ff Q／何也dt + Jff乌 lulρ一
(3)u(x,O) = u0(x). Uo 为初始值函数，下同．

证明问题（0. 1)~(0. 3）弱解的唯一性，需要

以下引理．

引理 1 对伊 ε L00 (t1 ,t2; W~吨。））及但 ε

L气。 × Ct1,t2 )),oζ ti < ti 《 T. 问题（0. 1) ~ 

co. 3）中弱解满足

Lu(x,t1 ）仰，ti汕 ＋ f刀。（u 主＋

I t>u I 川A向一 ul'>伊） dxdt + AJ::Llu l叫伊 dxdt = 

L u(x ,t2)<p(x ,t2)dx. 

特别地，对伊 ε W~·P （β）有

L (u(x,t1) - u(x,t2))<pdx + 

f':f c I t>u Iρ－ 2 L'>ul'>ψ 一 ul'>伊＋ λlu lρ－
I fl 

(1 . 1) 

证明 由伊ε L＂＂ 屿， tz ; wg·P (,Q) ） 及何 εL气。

× 屿，lz ）） ，得出存在函数序列｛圳 ，当 h → ∞ 时

｜｜轨，一但 II L=cnx,1.,2)) • O, II 供

伊 II L＝忏’2,w~·Pcmi → 0 .

选取函数 j(s ） εer e则，使得

j(s ） 》 O,s ε R; j (s) = 0, 'v Is I > 1 ; 

Lj(s)ds = 1. 

对 h > O ，定义 ］h(s) = l..j （~）且
h h 

弘 Ct) = I ' \cs)ds. 
J 1-,2+2h 

显然对所有的 tεCt1 ,t2 ），弘 εcr ct1 ,t2), lim r;h = 
h• o+ 

1. 在弱解定义中选择，ψ＝供（x,t ）弘 Ct），则有

• f::Lu~仙一 t 1 一 川xdt - J::L叫州－

l z ＋纠）dxdt + J::Lu%7Jh出dt + 

J::L 1 句｜「z L'>ul'>例灿 一 J::Lul'>例dxdt 十

Af::L l u l叫
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注意到

1J::Lu~jh(t - t 1 一州于dt 一

Le瞅） l,=,,dxl = I f叮 u~jh Ct t1 - Zh)dxdt 一
I +h 

r,. +Jh 「

11. I Cug在）｜～.Jh Ct - t 1 - Zh)dxdt I ζ 
J ' 1 +h J fl ' 

sup J I (u~ ) I, ι (u<j在）｜ ιJ dx. (1. 2) 
’ , + h< 1< ’ , + 3h.lll ' 

且 uε C(O,T;L气。）），（ 1.2）式右端→ 0（当 h→ 0

时） ． 类似地

if::L肌（t - ti ＋ 州础－

Le咱） l,=12d 

令 h→ O,k →＋ ∞，得

Luc 1 ）叭x,t1

I t>u ｜ ρ一 z L'>ul'>伊一 ul'>伊，） dxdt + 1121 J iu JP一 zu伊 dxdt = 
J ’ l J fl 

fnu(x，以Z，马
特别地，对伊 ε wg ·ρ （ο），有

jβu(x,t1 ） 一 u(x,t

tf ( J L'>u Jρ－ z L'>ul'>伊一 ul'>伊 ＋ λ Jul 俨－ zu讪← O
t fl 

引理 1 证明完毕．

2 弱解的唯一性

固定 rε （O,T） ，令 h满足 O<r ＜ τ ＋ h<T.

设 ti ＝ τ ， t2 = r + h ，用上乘以（1. 1）式，对伊仨
h 

W~·P （ο〉得到

L (uh(x,r ）川工十 Le i时－2L'>u) h

(x ,r)L',ψdx 一 I uh(x,r)L',伊 <lx+ Iλc lu Iρ－ 2u)h(x . 
J n J n 

r)<pdx = O, 

其中
( 1 「t+ h

｜牛 I u( . ,r）巾，tε （O,T-h);
uh (x ，。＝ 才 n. J 

LO,t > T - h. 
定理 1 问题（0. 1) ~ co. 3）仅有一个弱解．
证明 假定叭，均为问题（0. 1)~(0. 3）的两

个弱解．则

Le巾，r）一 Uz (X，灿ψdx + 

j川U1 Ip→L'>u1 一 I L'>u2 Jρ2 L'>u2 )h C川
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f n (u1 一W川
lu2 Iρ－ 2u2 )h(x,r）伊 dx = 0. 

对固定的 τ，取以对＝ (u1 - u2 ＼ ε W~ ·P （ο），从而

f n (u1叫一 U2(x,r)\rCU1 一川dx = 

一 I c I .6.u1 Iρ 2 .6.u 1 一 I .6.u2 Iρ－ z .6.u2) h (x, r) .6. (u1 
Jn 

盹）hdx + L Cui 一 Uz )h川.6. Cui 一川dx

).LC lu1 IP-2u1 一 lu2 Iρ－ 2u2 )h(x,r)(u1 一川工

在区间 co ,t ） 中，上式关于 r 积分，得

L1cu1 一队 I 2(x,t ）识。

（上接第 94 页）

+1) 道路上第 1 条边的序列，E飞r+ I = (efr+ l 'e~r+ I ' 

…, et.\\)T = (vrv,drV ， … ， vt;, +1 V)T 为 P2r+ l,2m+ I 第

i 条 （ i 为奇数且 lζiζ 2m+ 1）道路上第 Zr+ 1 条

边的序列，记 E;r+ I = (et+ ! ,e;r+I ,…,et;l)T = 

(v~rv 'v~rv ， …，吭，V)T 为 P2r+ I ,2m+ I 第 i 条 （i 为偶数且

2 ζ iζ 2m ） 道路上第 Zr+ 1 条边的序列，则 g(E1 )

(Zr 十 1)(2m + 1) 

( Zr + 1) ( 2m + 1) - 1 , 
目，g(E~r+ I) = 

2r(2m + 1) + 1 

m+ 1 

m 十 2
,g(E；川）＝

1 

2 

2m + lJ l m 

． 显然，g(Eo ) ,g(E~), 

g(E） 中（2ζj 《 Zr ） 的序列由上至下单调递减，

g(E飞r+ I ） 、 g(E;r+ I ） 中的序列由上至下单调递增，且

g(E1) > g(E斗 ） > g(E; ) > g(E飞 ） > g(E; ) > 
··· > g(E~r- 1》 g(E;r一 l》 g(E斗r+I ) > g(E;r+ J), 

从而

升。 I Cui 一 Uz)h !2dx = 0. 

因此，U1 = Uz ， 定理 l 证明完毕．
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故 p2r+l,2m+I 的所有边的标号也互不相同．由优美标

号的定义知，f是 P2r+ l,2m+ I 的一个优美标号．
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