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摘要：利用函数构造的方法得到所有几旧 . 2m+ I 图的一个优美标号．
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Abstract: A graceful labeling regular for all the P 2,+ 1,2m+ 1 is given in this paper by function 
constructing. 
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早在 20 世纪 60 年代 Ringel G[ I J和 Rosa A[2J开

始研究优美图 ． 如今优美图的研究成果被应用于射

电天文学、X－射线衍射晶体学、密码设计、通信网络

编址、导弹控制码设计、同步机码设计等领域．优美

图的优美标号个数与图的边数有关，文献［3］证明 q

条边的优美图有 q！个优美标号． 对于一类优美图，

在其众多优美标号中寻找出一个统一的规律是一件

困难的事． 目前一般是采用回溯与分支限界方法尽

可能多地搜索出多种情况下的多个优美标号，然后

对多个优美标号进行分析，抽取出共同规律，构造出

统一的优美标号函数. KM. Kathiresan[4J 证实

p川m-1 (r,m 皆为任意正整数）是优美的，且猜想：

除了 （a，的＝ (2γ － l,4m - 2）外，所有的 P•. b 都是

优美的．杨元生［5］ 证实 P2,+1,2m+1 是优美的，并给出

了一个适合于所有 P2,+1 . 2m+I 图的优美标号规律．本

文给出适合于所有 P2川 ，2m+I 图的另一个优美标号．

1 基本定义

对于一个给定的简单图 G ,= (V ,E） ，如果对每

一个 uεV，存在一个非负整数 f(v) （称为顶点 u 的

标号〉，满足下述 3 个条件 ：
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(1 ）对任意的叫，Vz εV，如果 V1 手吨，则 f(v, )

手 f＜吨）；

(2)Max{J(v) IvεV } = IEI; 

(3）对任意的 e1 的 εE，如果 e1 笋 e2 ，则 g(e1) =I=

g(ez ），其中 g(e) = lf(u) - f(v) I ,e = uv. 

则 f称为 G 的一个优美标号，G 称为优美图．

设 U,V 是两个固定顶点，用 b 条内部互不相交

且长度皆为 a 的道路连接 U,V所得的图用凡，b表示．

2 主要结果

设叫，材，vf ， … ， v;'+ 1 是 P2巾 ， 2m+I 第 z 条长度为

2r+ 1 的道路上的顶点（图 1 为 Ps.s 的顶点） ． 对所有
的· 9 ?r+ l 一z,v; = u, v , - v . 

2 , v, . v, v, v, . . . 
v,2 νz 

J 

’－一－’2 J v, v, 
u < . . . . 

2 ' v, v, 

·----’” 
v, 2 v,' 

图 l Ps . s 的顶点

定理 顶点标号

f(u) = (2r + 1)(2m + l); 

〉ν

f C v) = C C 2r + 1) C 2m + 1 ) - 1) I 2 ; 

f(vf) = 
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(i-1) + (j - l)(Zm + 1) /2,j 为奇数且 O < J <

Zr+ 1,1 至二 z 《 2m + l; 
(Zr + 1) (2m + 1) 一 j(2m + 1) / 2 + (i - 1) / 2, 

1 为偶数，i 为奇数且 0 < j < 2r + 1,1 <
z ζ 2m+ l; 

(2r 十 1) (2m + 1) - j(2m + 1) / 2 + i/ 2 一
m 一 l,j 为偶数，i 为偶数且 O < J <

2r + 1,2 ζ i 《 2m

是 P2旧，2叶l 图的一个优美标号．

证明 P2叶1, 2叶1 图有 2r(2m + 1) + 2 个顶点
和 （2r 十 1)(2m + 1 ）条边．事实上，记 vj = c叫，吨，

••• ,V~m+l)T 为 P2r+ 1. 2叶I 第 1 列（j 为奇数且 1 ζ jζ

2m - 1) 顶点序列， 则 fCV1) = CO,l , … , 2m)T, 

f (V 3) = ( 2m + 1 , 2m + 2 , … , 4m + l)T , … , 

r (2m + 1) - 4m - 2 

. r ( 2m + 1) - 4m - 1 , 
fCV2r-3 ) = I I JCV2r-1) = 

r(2m + 1) - 2m - 2 

r(2m + 1) - 2m - 1 

r(2m + 1) - 2m 

r(2m + 1) - 1 

显然，每个 f(Vj ） 中的序列从上至下单调递增，

且有 f(Vj ) < f（只） 〈 … ＜ fCV2，一 1 ) < f(v) . 

记 v~ = c叫 ，叫 ， … ，~m+I )T 为 P2叶1 ，如＋ 1 第 J ~u 
U 为偶数且 2 《 1 《 2m） 奇数行顶点序列，V~ ＝

（吨 ，叫，… ，叫m )T 为 P2r+l,2m+1 第 J 列（j 为偶数且 2 ζ

j 运 2m） 偶数行顶点序列． 则
2r(2m + 1) 

2r(2m + 1) + 1 
f(V z) = 

2γ （ 2m + 1) + m 
2r(2m 十 1) - m 

, 2r(2m + 1) - m + 1 
Jcv;) = · 

2r(2m + 1) - 1 
2r ( 2m + 1) - 2m - 1 

, 2r ( 2m + 1) - 2m 
f(V~) = ' 

2r(2m 十 l)-m-l

2r ( 2m + 1) - 3m - 1 

2r(2m 十 1) - 3m 
f(V~) = ,, 

2r(2m + 1) - 2m - 2 

r(2m + 1) + 2m + 1 

, r( 2m + 1) + 2m + 2 
fCV 2r) = ' 

r(2m + 1) + 3m + 1 
r(2m 十 l)+m+l

,r(2m + 1 ）十 m+2
fCV2,) = ' 

r(2m + 1) + 2m - 2 
显然，每个 f(V) ,f(V） 中的序列从上至下也

是单调递增，且有 f(u) > f(V; ) > f(V斗》 f(V~ ）

> f(V~> … > Jcv；，》 f(V~，》 f(v） . 故

P2,+ 1. 2m汩 的 2r(2m + 1) + 2 个顶点标号互不相同，
且 max {J(vf) I vf εV(G) } = (2r + 1) (2m + 1) = 

IEI . 
记E~ ＝ （词，饨， … ， dzm+l ) T ＝（叫叫－ 1,v{vt 1 , · 

V~m+I~二i1 )T 为 P2,+ 1 .2m+ 1 第 z 条（i 为奇数且 1 ζ i ζ

2m + 1 ）道路上第 J 条（ 2 《 J ：运 2r ） 边的序列，E~ ＝

( dz ,e{ , … , dzm ) T = (vt~－ I ，叫叫－1 ， … ， vtm~；；； i ) T 为

P2,+1.2m+1 第 t 条（i 为偶数且 2 ζ t ζ 2m）道路上第

1 条（2 ζ J 《 2r） 边的序列，令第 i(l ：：：：二 i ζ 2m+ 1) 

条道路第 1条 (1 《 jζ 2r+ 1) 边的标号为 g （的 ＝

lf(vf ) - f(vf -1 ) I ，则

2r(2m 十 1)

, 2r(2m + 1) 1 
gCE2) ＝目

2r(2m 十 1) - m 

2r(2m + l) - m - l 

, 2r ( 2m + 1) - m - 2 
g(E; ) = . 

2r(2m + 1) - 2m 

2γ （ 2m + 1) - 2m - 1 

2r ( 2m + 1) - 2m - 2 
g(E3) = 

2r(2m + 1) - 3m - 1 

2r ( 2m + 1) - 3m - 2 

, 2r C 2m + 1) - m - 3 
g(E3) ＝ 目 ,, 
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记 E1 ＝（司 ，e~ ， … ， e~m+l ) T = (uv} ,u叫 ，··

肌lim+I ) T 为 P2,+1 . 2m+1 第 i 条（i 为奇数且 1 运 z 王三 2m

（下转第 99 页〉
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f n (u1 一W川
lu2 Iρ－ 2u2 )h(x,r）伊 dx = 0. 

对固定的 τ，取以对＝ (u1 - u2 ＼ ε W~ ·P （ο），从而

f n (u1叫一 U2(x,r)\rCU1 一川dx = 

一 I c I .6.u1 Iρ 2 .6.u 1 一 I .6.u2 Iρ－ z .6.u2) h (x, r) .6. (u1 
Jn 

盹）hdx + L Cui 一 Uz )h川.6. Cui 一川dx

).LC lu1 IP-2u1 一 lu2 Iρ－ 2u2 )h(x,r)(u1 一川工

在区间 co ,t ） 中，上式关于 r 积分，得

L1cu1 一队 I 2(x,t ）识。

（上接第 94 页）

+1) 道路上第 1 条边的序列，E飞r+ I = (efr+ l 'e~r+ I ' 

…, et.\\)T = (vrv,drV ， … ， vt;, +1 V)T 为 P2r+ l,2m+ I 第

i 条 （ i 为奇数且 lζiζ 2m+ 1）道路上第 Zr+ 1 条

边的序列，记 E;r+ I = (et+ ! ,e;r+I ,…,et;l)T = 

(v~rv 'v~rv ， …，吭，V)T 为 P2r+ I ,2m+ I 第 i 条 （i 为偶数且

2 ζ iζ 2m ） 道路上第 Zr+ 1 条边的序列，则 g(E1 )

(Zr 十 1)(2m + 1) 

( Zr + 1) ( 2m + 1) - 1 , 
目，g(E~r+ I) = 

2r(2m + 1) + 1 

m+ 1 

m 十 2
,g(E；川）＝

1 

2 

2m + lJ l m 

． 显然，g(Eo ) ,g(E~), 

g(E） 中（2ζj 《 Zr ） 的序列由上至下单调递减，

g(E飞r+ I ） 、 g(E;r+ I ） 中的序列由上至下单调递增，且

g(E1) > g(E斗 ） > g(E; ) > g(E飞 ） > g(E; ) > 
··· > g(E~r- 1》 g(E;r一 l》 g(E斗r+I ) > g(E;r+ J), 

从而

升。 I Cui 一 Uz)h !2dx = 0. 

因此，U1 = Uz ， 定理 l 证明完毕．
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故 p2r+l,2m+I 的所有边的标号也互不相同．由优美标

号的定义知，f是 P2r+ l,2m+ I 的一个优美标号．

参考文献：

[ l] Ringel G. Problem 25 in theory of graphs and its 

application [JJ. Proc Symposium Smolen ice, 1963, 162. 

[ 2] Rosa A. On certain valuations of the vertices of a graph 

[ J]. Theory of Graphs, Proc lnternat , Sympos, Rome. 

1967: 349-355. 

[ 3] Sheppard D A. The factorial representation of major 

balanced labelled graphs [J]. Discrete Math, 1976, 15 , 

379-388. 

[4] Kathiesan KM. Two classes of graceful graphs[]]. 

Ars Combinatoria, 2000(22), 491-504. 

[ 5] 杨元生，容青，徐喜荣． 一类优美图 [JJ. 数学研究与评

论， 2004, 3 (24): 520-524. 

（责任编辑 ：尹闯）

ChaoXing


