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摘要：函数 ／（x ） 在开区间 （a，的内左、右可导的弱条件下，得到 3个关于广义中值定理“中间点’守的单调性、连

续性及可导性的定理．
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Abstract : In the open interval (a ，的 within the left and right derivative for f (x), three theorems 

of monotony 、 continuity and derivative for the mid-point of the mean-value theorem of differential 

were obtained. 
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微分中值定理的研究主要有两个方面 ：一方面

是在一般的微分中值定理的强条件下，研究“中间

点” E 的单调性、连续性 、可导性 、渐近性 ；另一方面

是将微分中值定理的强条件减弱，探讨一些广义微

分中值定理. 2007 年，刘龙章等［ I ］对微分中值定理

“中间点” E 的单调性、连续性ii i:iJ导性进行了讨论，

得到了一些较好的结果． 本文在文献［l］的基础上 ，

把开区间 （a，的内可导改为开区间 （a，的内左、右可

导，对广义 Lagrange 中值定理及广义 Cauchy 中值

定理“中间点吨的单调性、连续性及可导性进行研

究，得到几个更弱条件下的定理．

1 引理

引理 1[2] （广义 Lagrange 中值定理〉若函数

/(x）满足条件 ： （i)/(x）在闭区间［α ， b］上连续 ；

(ii）穴。在开区间 （a，的内左、右可导，则存在 Eε

(a，的及非负常数户，q，其中 ρ ＋ q=l ，使得
/(b) - /(a) 

b- a ＝ ρf+ （军） + qf_ (~) . Cl) 
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引 理 2【2] （广义 Cauchy 中值定理）若函数／（x)

和 g(x）满足条件 ： （ i）／（川和 g(x ） 在闭区间归，b]

上连续 ； （ii)/(x）和趴在〉在开区间（α，的内左、右可

导；（iii）对于任意的非负常数m,k，其中 m+k=l,

有 mf+ (x) + kf_ (x ） 和 mg’＋ (x) + kg'_ (x）不同

时为零 ； （iv)g(a）手 g （的，则在 （a，的内至少存在一

点 E及非负常数户，q ，其中户 ＋ q=l ，使得
Pf+ （~）十 qf_ (~) /(b) - /(a) 
户g’＋ （草）十 qg'_ (~) - g(b) - g （α） · 

2 “中间点’亏的单调性

(2) 

定理 1 设函数／（x）在闭区间［a,b］上连续，

在开区间 （a，的内左 、右可导，且 f+ （抖，f_ (x）在

(a，的内严格单调且具有相同的单调性，则 Ci）满足

Cl）式的点 E 是 z 的单值函数（简称函数），记~＝

草（x) ; (ii）满足 (1）式的点~ = ~（x）是工的单调增加
的函数．

证明 Ci）由 Cl ）式，当 b 取 z 时 ，我们有
f(x) - /(a) 

x - a = pf+ (~(x >+ qf _ (~(x) ). 

(3) 

当 3 ~I (X）守在 ~z (x）（不妨设 ~1Cx) ＜草2Cx））时

/(x) - /(a) 
x-a ＝ ρf+ (~I (X>+ qf _ C~1 Cx)), 
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(4) 

f(x) - f（α） 
x-a ＝户f+ (tz(X>+ ;1.一 （t2 (x)).

(5) 

由（4）式和（5 ）式，有

户＜f+ (t1(x)) - f + (t2(x))) + q(f_ (t1(x)) 

-f_一 （tz(X》） = o. (6) 

这与 f+ （抖，f_ (x）具有相同的单调性的条件矛

盾，所以 t1(X) ＝ ι （x） . 因此，E 是 z 的单值函数．

(ii）不妨设 f+ （叫，f_ (x）在 （a，的内单调增加

（若 f+ (x) ,f _ (x） 为单调减少类似可证〉，任取不

同的两点 X1 ,Xz ε （a，的，不妨设 X1 ＜ 岛，有

f(x z) - f(a) = ［户f+ (t(xz)) + 

qf_一 （t(x2))](x2 - a), (7) 

f(x1) - f(a) = ［ρf + (t(x1 ））十

qf_一 （t(x1))](x1 - a), (8) 

因此有

f (xz) - f (x1) = ［户Cf+ (t(xz））一

f + (t(x1))) + q(f_一 （t(xz)) -f_ (t(x1)))](x1 -

a)+ ［ρf + (t(xz)) + qf_一 （草（x2 ))](xz - X1). (9) 

又因为

f(x z) - f(x1) = ［户f+ (t(x)) + 
qf_ (t(x))](x2 - x1), 

所以

｛〔ρf+ (t(x)) + qf _ (t(x））］一

［ρf+ (f(xz)) + qf_ (t(xz))]}(xz - X1) = 

(10) 

［户 ＜f+ (t(xz)) - f + (t(x1 )>+ q(f_一 （t(x2 )) -

f _ (f(x1)))](x1 - a), 01) 

其中 x1 <f(x) <x2,a<f(x1) <xi,a<f(x2) < 

x2,a ＜ 工I <xz < b. 

因为 f+ （叫，f_ (x ） 在 （a ，的 内单调增加，所以

f + (f (x)) > f_,- (f(x1)) ,f_ (f(x)) > f _ (f(x1 )) . 

又因为

（［ρf+ (f(x)) + qf_ (f(x））］一

［户f+ (f(x2)) + qf_ (f(x2))]}Cx2 - a)= 

［ρf+ (f(x））十 qf_一 （f(x))](x2 - x1 ）十

［ρf+ (f(x)) + qf_ （辛（x))](x1 - a ） 一

［户f+ (f(x2)) + qf_ (f(x2))](x2 - a>

［ρf+ (f(x)) + qf_一 （f (x））］（岛 － xi)+

〔ρf+ CfCx1)) + qf_一 CfCx1))] C工 I - a ） 一

［户f+ (f(xz)) + qf _ (f （工z ))](xz - a), 

结合 (7）～ (12）式，有

［ρf+ (f(x））十 qf_ (f(x))] -

(12) 
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〔户f+ (f(x2)) + qf_ (f(x2))] > 0. 

再由 01）式可得

p<f+ (f(x2)) - f + (f(x1 》）十

q(f_ (~(x2)) - f _ (f(x1))) > 0. 03) 

又因为 f+ (x) ,f _ (x ） 在 （a ，的内严格单调 ，而

ρ ，q 为非负常数 ， 由 (13）式，不难推出 f+ (~(Xz)) -

f＋ 仔Cx1 ）） 与 f一 （草（xz )) - f _ CfCx1 ））同号且都大

于零． 所以 f+ (f(xz)) >f+ CfCx1).f_ （辛（xz )) > 
f _ (f(x1) ）.由 f+ (x) ,f_ (x ） 在（a，的内单调增加

可知 f(xz ) > ~(x1). 

3 “中间点’亏的连续性及可导性

定理 2 设函数 f(x ） 在闭区间［α ， b］上连续，

在开区间 （a，的内左，右可导，又设 f+ （剖，f_ (x) 

在 （a，的内具有一阶连续的左、右导数且 f」＋ ＜抖，

几＿ （x） ，丑＋ （抖，f二 （x） 在 （a,b ） 内保号（恒正或

恒负〉，则（i）满足 (1 ）式的点~ = ~（x） 是z 的连续函

数；（ii）满足 (1 ）式的~ = ~（x） 是工的可导函数，其 －

导数为

e (x) = ｛户Cf+ (x) - f + (f (x>]+

q[f_ (x) - J'. （军（x））］｝ ／｛ ［户（户几＋ CfCx))+

q几一 （~（x)))+q （户j二二十 （f(x)) + qf'.__ (f(x)))] • 

(x - a)} . 

证明 (i）由定理 1 知 f = f(x）是单调函数． 再

由已知条件可得
f(x) - f(a) 

Pf+ (f(x)) + qf_ (~(x)) = x _ a 

04) 

户f+ (f(x + h)) + qf_ (~(x + h)) = 
f(x + h) - f（α） 

x+ h -a 

因此

p[ f + (~(x + h)) - f + (f(x))] + q[f (f(x 十

h)) - f _ (f(x))] = 
(x - a)[f(x + h) - f(x)] - h[f(x) - f(a ) ]

(x + h - a) (x - a) 

又因为

f + (~(x ＋的）一九（f(x)) = ［ρ几＋（们＋

q九一 （市） J ［辛（x ＋的－ f(x) J, 05) 

f一 （辛（x + h)) - f_ (~(x)) = ［ρf工 ＋ ( f/ ) + 
qf'.__ （可）］［f(x + h) - f(x)]. (16) 

当 h 手 0 时，结合 (1日式和 (16）式，有

p[f+ (f(x ＋的） -f+ (f(x))] +q[f_一 （~（x+

h）） 一丑的x)) J = ［户（户几＋ （市） + qJ＋一 句）） ＋
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q(Pf－＋ ＜市） + qf二一 （？）） 〕［c;(x 十的－ c;(x)]. 

其中？介于 c;(x 十的与民x） 之间，从而当 h→ 0 时，

c;(x 十的－ c;(x) = {(x - a ) [ f(x + h) -

/(x)] - h[f(x) - ／（α）］｝／｛［户（户兀＋ （可） + 

q儿一 句）〉十 q （户f'-+ （市） + qf' __ （可））］（x 十 h-

a) (x - a )}• 0. 

故.； = .;(x ） 在（α，的内连续．

(ii）由（i）有

lim （户（ρ几＋ （可） + q九－ （平）） + q （ρf二（可）＋

qλ－ （？〉）〉＝户（ρ几＋ Cc;(x)) + qf+_ (c;(x))) + 

q （ρf二＋ Cc;(x））十 qf二＿ （ c;(x）））手 0 .

设 f(x ＋的一 f(x) = h[pf + CT/1) + 
qf_ （平1 汀，则lim ［ρf+ （市1) + qf_ ( TJ1)] = 

Pf+ Cx）十 qf_ (x). 

因此

Ii c;(x ＋ ρ － c;(x) 
1m . = 

[/(x 十 h)-f(x)]
lim { (x - a ） 一［／（x）一

h 

/(a）］｝／｛［户（户几＋ ＜ TJ) +q几－ （市））＋ q(pf二十 （市）十

qf二－ 〈可） ) J (x + h - a) (x - a)} = lim { (x -

a）［ρf+ ( TJ1) 十 qf一 句1)] - /(x) + 

f(a）｝／［户（户几＋ （市〉十 q九一 （r;)) + q(pf工＋〈？）＋
qf二－ （守））］（x + h - a)(x - a)} = {(x 

a ）［ρf+ (x) + qf.一 （x)] - f(x) + 
/(a）｝／ ｛ 〔户（户兀＋ (c;(x)) + q九一 （c;(x))) + 

q （户1-+ (c;(x)) ＋旷工一 （c;(x》）］（x-a)2}. 07) 

由 04）式和 (17）式，有

.;' (x) = ｛户Cf+ (x) - f + (c;(x))] + 

q[f一 （x) - f一 （c;(x ））］｝／｛〔户（ρ凡＋ Cc;(x)) + 

qf+- (c;(x))) + q(pf'_+ (c;(x)) + qf二一 （c;(x)))] • 

(x-a)} . 

定理 3 设函数／（x）和 g(x）在［a,b］上存在

连续的二阶左右导数． 记 Ll( +' +) 
f + <x1)g'.+ Cx2) - f+ <x2)g’＋ Cx1),Ll（十，一）

f + (x1)g’一 （x2 ) - f + (x2)g二 （x1),Ll（一，＋〉

f _ (x1)g'+ Cx2) - f Cx2 〕g'.+ Cx1),Ll（一，一）

f_ (xi沽’＿（x2) - f_ (xz池’一 （x1 ）.若 Ll（十，＋）、

Ll（＋，一）、 ti（一，＋）及 Ll（一， 一）在 （a，的内保号

（恒正或恒负），则（i）满足（ 2）式的“中间点吧＝

c;(x）是 z 的单值连续函数；（ii）满足（2）式的“中间

点咛＝ c;(x）是 z 的可导函数，其导数为

c;'(x) = {Ll3(c;(x））［ρLl1 (x）一户Ll2(x) + 

qLl4(x) - qLl5 (x)]}/ { Ll3 (x）［ρLl1 (c;(x)) 

p.12 (.;(x））十 qLl4(c;(x)) - qLl5(c;(x))] }. 

其中

Ll1 (x) = ［ρ凡＋ ＜x) + qf'_+ (x)][pg'+(x) + 

qg'_ (x)], 

Llz(X) = ［户f+ <x) + qf一 （x) ］［ρg'++(x) + 

qg二＋ ＜x汀，

Ll3(x) = ［户g’＋ (x) + qg'_ (x) ]2, 

Ll4 (x) = ［户兀＿ （x) 十 qf二（x）〕 ［pg’＋ Cx) + 

qg’一 （x汀，

Ll5 (x) = ［ρf+ <x) + qf一 （x)][pg：＋.一 （x) + 

qg＇＿ 一 （x)].

证明 (i）记

ρf+ Cx) + qf一 （x)
伊（x)＝、，a<x<b.

户g’＋ (x) + qg'_ (x 

先证明圳工）是z 的单调函数．任取町，岛，且 Xi

〈码， 则

户f+ Cxi)+qf一 Cx1)
圳工1) = 

Pg+<x1) + qg_ (x1 ) ’ 
户f+ (xz ）十 qf_ (x2) 

伊（xz ) = 
户g+ (xz ）十 qg'_ (xz)’ 

ρf+Cx1) + qf (x1) 
伊Cx1）一伊Cx2) = 

户，＋ Cx1 ) + qg二 （x1)

ρf+ Cx2) + qf一 （xz)
＝（户2Ll(+, ＋）十户q[Ll（十，

户g+ (xz) + qg一 （xz )

一） + Ll （ 一，＋） J + q2Ll（一，一） ） ／ （［户g’＋ (x1) + 

qg'_ (x1)J ［户i+ Cx2) + qg'_ (xz)]}. 

因为 Ll（＋，十）、 Ll( ＋，一〉 、 ti（一， ＋〉 及 Ll（一，

一）在（a，的内保号（恒正或恒负〉． 假设恒正，则

伊（x 1）一以X2》 0，故斜对是立的单调递减函数．若

Ll（＋，＋）、 Ll（＋，一）、 Ll（一，＋〉及 ti（一，一）恒负，

则以X1 ）一刷工z) < 0. 故圳工）是的单调递增函数．
综上所述，以对是 z 的单调函数，从而满足（2)

式的“中间点吧＝ .;(x ） 为 z 的单值函数．

再证明.； = 左（x）为工的连续函数．由引理 1 及

引理 2 有
f(x 十 Llx) - f (a) f (x) - f (a) 

g(x + Llx) - g(a) g(x) - g(a) 

ρf+ (c;(x + Llx)) + qf一 （c;(x + Llx)) 

户i+ （辛 （x + Llx））十 qg'_ (c;(x 十 Llx》

户f+ (c;(x)) + qf_ (.;(x)) 
= [p弘（市）＋

户g'.+ (.;(x））十 qg'_ (~(x)) 

q农（r;)][c;(x + Llx) - c;(x)], 08) 

其中？介于 c;(x）与~（x + Llx）之间，结合 <p(.x ） 的单

调性有仰＋ （？）＋付一 （拍手 0，所以 Jim [c;(x + Llx) 
Ar斗。

- ~(x)] = 0 ，因此~ = c;(x）是 z 的单值连续函数．
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(ii）由圳工）的定义，有

.11 (x) - .12(x) 
Cf)+ (x) = ， ι ， cp_ (x) = 

.13 (x) 

.14(x) .15(x) 

.13 (x) 

由引理 l 有

伊（x + .1x）一圳工） = [p民（左1) + 
Ll1(f1) - Ll2(f1) 

作（f1) ].1x ＝〔户
Ll3(f1) 

Ll4(f 1) - Lls( f1 ）寸 A
q 目，～－

Ll3 ( f 1）」山， 一

户Ll1(f1) - PLl2( f1) + q.14( f 1) - q.15(f1) • 
Ll3(f1) ~ 

其中 f1 介于工 ＋ .1x 与之间．

结合 (18）式和 (19）式，有
f(x + .1x) - f(x) 

lim ι 存在，且
,1x-噜O

Ii f(x ＋年） - f(x) 
l口l = 
,lz-.QιJ..:ι 

t：一户Ll1( f1 ）一户Ll2(f1) + q.14(f1) - q.15(f1) 

(19) 

缸→.。 Ll3 (f1 ）〔ρ¢＋（亨） + qqL (71) J 一
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PLl1(x) - P.12(x) + q.14(x) - q.1s(x) 

.13(x ）［ρ民（f(x））十 q弘（f(x)) J 
故 f = f(x）是 z 的可导函数，其导数为

( (x) = ｛户.11 (x) - p.12 (x) + q.14 (x) 

q.1s (x)} I {.13 (x) ［户民 (f(x)) 十 qcp_ (f(x))]}

{.13 （草（x））［户.11(x) - PLl2(x) + q.14(x) 

q.1s (x)]} I {.13 (x) ［ρ.11 (f (x》一户.12(f(x)) + 
q.14 (f (x>- q.15(f(x))]} . 

注 定理 1、定理 2、定理 3 分别是文献［1］中相

关定理的推广．
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美国科学家研发出呻化镣晶片批量生产技术

种化稼是一种感光性能比当前广泛使用的硅更优良的材料，理论上它可以将接收到的阳光的 40%转化

为电能，转化率约是硅的两倍，因此卫星和太空飞船等多采用种化练作为太阳能电池板的材料。然而，传统的

神化练晶片制造技术每次只能生成一层晶片，成本居高不下，限制了神化练的广泛应用 。

最近美国的科学家开发出一种可批量生产神化稼晶片的新技术。该技术可以生成由动化练和种化铝交

叠的多层晶体，然后利用化学物质使神化稼层分离出来，从而可以同时生成多层神化缘晶片，大大降低了成

本。 这些碎化缘晶片可以像“盖章”那样安装到玻鸦或塑料等材料表面，然后使用已有技术进行蚀刻，根据需

要制造半导体电路或太阳能电池板。 不过，该技术目前还只能用于批量生产较小的神化缘晶片，如边长

500µm 的太阳能电池羊元，这与现在广泛使用的硅晶片相比还是太小 。 科学家的下一步研究将是致力于利

用新技术批量生产更大的冲化练晶片 。

（据科学网）
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