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对流方程 GLxF 格式数值解振荡的可控性
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摘要：给出对流方程 u, + auz = O,x ε R,t> O,a εR 的广义 Lax-Friedrichs 格式（GLxF 格式〉稳定的充要条

件，在数值粘性、网格比及初始数据离散点变化时用图例直观展示格式数值解的行为．然后用傅利叶分析法证

明 GLxF 格式数值解的振荡与数值粘性、网格比及初始数据奇偶离散的关系，从理论上论证数值解的振荡是

可控的．
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Abstract:Stable condition of GLxF scheme for convection-equation u, +au,,= O,x ε R,t> O, 

aεR is proposed. By some figures, the behavior of numerical solution is intuitively present巳d

when numerical viscosity, ratio of mesh and discrete point of initial data are changed. Then prove 

the interrelation among oscillation of numerical solution for GLxF scheme, numerical viscosity, 

ratio of mesh and odd-even discretization of initial data by Fourier analysis is proved. It is 

theoretically proved that oscilations of numerical solution are controllable. 
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文献［1］建立了对流方程

u, + auz = 0, x E R, t > 0, a ε R (0. 1) 

的广义 Lax-Friedrichs 格式（简称为 GLxF):

u'j+1 =u'j － 守协1 一比1) ＋专 （u'j+ 1 一 2u'j+

u'j- 1), (0.2) 

其中叫为格式逼近方程精确解 u （町， t. ） 的逼近值，u

= f ,r,h 分别为时间和空间步长，qε （ 0,1］为数

值粘性系数， lalvζ q.

文献［2］认为，用一个单调的格式逼近对流方

程时，如果数值解满足 TVD 性质、最大值原理及摘

不等式等性质，则 GLxF 格式的数值粘性可以抑制

振荡的发生．文献［3］讨论了 GLxF 格式尽管满足上

述性质，但是仍然避免不了振荡的发生．对于这种看
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起来自相矛盾的现象，文献［1］给出的解释是由于

GLxF 格式只有高频波型解产生振荡． 但是，对于控

制振荡的机理，文献［l］并没有作系统地论述．本文

在文献［1］的基础上，寻求对流方程（0. 1 ）的 GLxF

格式高频波型解振荡可以控制的依据．

1 GLxF 格式数值解在稳定性条件下的行为

1-1 GLxF 格式的稳定性

设 GLxF 格式有含波数 k 的波型解

u.j = J"e;ti, i2 = - 1, s = 2π灿， (1 . 1) 

将其代人（0. 2）式，可得 GLxF 格式数值解的振幅

A = 1 + q(cos{ - 1) - iavsin{, (1 . 2) 

则

IJl 2 = [l + q(cost - 1)]2 + a2v2sin2{ = 1 + 
4(a2v2 - q)s咛十时－ a2v2)sin4 f. (1. 3) 

一方面，在建立 GLxF 格式时有条件 lalv 《 q
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ζ 1 ，自然有 0 < a2v2ζ q ，，；＿二 1(这里 α手 0，否则研究

方程 co. 1 ）无实际意义〉，在此条件下，由 (1. 3）式，

可得

• 2 t t l ,W= 1 十 4(a2v2 - q) (smτ － sin 4 2）十

4q(q 一 l)sin4 fζ1, 
则 GLxF 格式是稳定的．

即

另一方面，若 I A 1 2ζ 1 ，由 (1 . 3）式，可得

(a2v2 一 q) + (q2 _ a2的“

(a2v 2 - q) + [q- a 2v 2 + q(q一山m2 f ζ 0
(1 . 4) 

当 t=O 时，有 a2v2 ζq；当 t ＝ π 时，有 q《 1.

于是有 0 < a2v2 运 q 《 1.

综上所述，可知 0 < a2v2 ζ q ,,;_;;; 1 为 GLxF 格式

稳定的充分且必要条件．

1. 2 GLxF 格式数值解的行为

在稳定条件 0 < a2v2 ζqζ1 下，对 GLxF 格式

用脉冲初始数据

, 11,j ＝芋，
U] ＝气 臼

Lo ，其它

进行离散，其中M为网格点个数．这里，我们取M=

50,a=0 . 5 ，空间长度 zε ［0,1］，时间长度 T =

0.4，以此来观察 GLxF 格式数值解的行为．

情形 1 设网格比 r = v = T = O. 8 ,q = Q. 98, 

则数值解如图 1 (a）所示，有明显振荡 ；若 r = O. 8,q 

= o. 95 ，则数值解如图 l(b）所示，振荡减弱；若 r=

0.8 ,q = o. 9 ，则数值解如图 1 (c）所示，振荡消失．

由此作猜测 l : GLxF格式数值解的振荡与数值

粘性系数 q 有关，当 q 减小时，振荡减弱，直至消失．
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图 l 数值解的振荡与数值粘性的关系（ γ ＝ O . 8) 

(a) q =O. 98; (b) q =O. 95; (c) q = O. 9. 

情形 2 设网格比 γ ＝ o. 9,q= o. 95 ，则数值解
如图 2(a）所示，有振荡；若 r = O. 7 ,q = O. 95 ，则数
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值解如图 Z(b）所示，振荡减弱；若 r = O. 5,q = 
Q . 95 ，则数值解如图 2(c）所示，振荡消失．
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图 2 数值解的振荡与网格比的关系（ q = 0.9 5 )

(a ） γ ＝ O. 9 ；他） γ ＝ 0.7; (c)r = 0 . 5 .

由此作猜测 2 : GLxF 格式数值解的振荡与网

格比 r 有关，当 r 减小时，振荡减弱，直至消失．

情形 3 不改变情形 1 的所有条件，对GLxF格

式改用方形脉冲初始数据
r . MM 

uJ ＝俨；＝言’2 . l 

Lo ，其它

进行离散，则数值解的行为如图 3 所示，没有振荡．

类似地，对情形 2 也用方形脉冲初始数据进行离散，

也没有振荡（图略）．

由此作猜测 3: GLxF 格式数值解的振荡与初

始数据的离散有关，用偶数个点离散时，数值解没

有振荡．
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图 3 偶数个点离散初始数据（ r = O. 8) 

(a) q =O. 98; (b) q =O. 95; (c) q = 0. 9. 

2 GLxF 格式数值解振荡可以控制的证明

设 GLxF 格式的波型解如 (1 . 1 ）式，利用文献

[4］第 135 页的修正方程分析方法，可以得到 GLxF

格式高频波型 er ~ 刑的修正方程
ln (Zq - 1) a,u + aazu ＝飞 u ＋ 去［q(2q - 1) 一

，、－ Z. 2

a2v2 ］碍u ＋ 气.＇：＿［（q+ 1)(2q 一 1）一 2a2v2］碍u+

(2. 1) 

其中 U 为格式逼近精确解 u （句， tn ） 的逼近值，常数

ln(2q - 1) 
'fr U 为高频波型的数值衰减项． 文献［l]

已经明确了只有 GLxF 格式高频被型解产生振荡，

并且此振荡只能通过数值衰减来抑制，那么由数值
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衰减项的结构可知 2q - 1 > 0 ，即 q ＞ 专再结合

GLxF 格式的稳定性条件。 ＜ a2v2ζqζ1，则有÷

< qζ 1 我们用傅利叶分析法证明在÷ ＜ q ~ l 条
件下 GLxF 格式高频披型解的振荡是可以控制的．

定理 1 对流方程 GLxF格式高频波型解的振

荡在÷ ＜ q ζ 1 条件下随着数值粘性系数 q或者网

格比 r 减小而减弱，当 q ＝ ÷时振荡消失
证明 一方面，由 (1. 2）式，可得

I ）. 尸 ＝ [l + q(cos{ - 1)]2 + a 2v2sin2{, (2. 2) 

则

cl< I λ 1 2 ) 
~一＝ 2 [ 1 + q ( cos{ - 1) J · ( cos{ - 1) , 

d(l.l.1 2) 
当 C ～ π ， z < q 主三 1 时，有~一 ＞ O，也就是说，

在÷ ＜ q ζ 1 条件下，当数值粘性系数 q 减小时，
GLxF 格式数值解的振幅 A 减小，则数值耗散增强，

从而数值解的振荡减弱．

另一方面，由于网格比 r= v，则由（ 2 . 2）式可
cl< Iλ12) cl< I λ1 2) 

得er;-一＝ 2a2rsin2s，则当 s ＝ π 时，有一一一一〉dr 

0，也就是说，在÷ ＜ q ζ 1 条件下，当网格比 r 减小
时， GLxF 格式数值解的振幅 A 减小，则数值耗散增

强，从而数值解的振荡减弱．
ln(2q - 1) 

又由于 lim 气 U ＝ 一∞，即 GLxF 格
俨÷＋o ι

式高频波型修正方程的数值衰减项趋于无穷大，这

就意味着高频波型解的衰减趋于无穷大，那么数值

解就不会产生振荡． 实际上，由（ 1. 2）式也可以看

出，当 q = f,s ＝ π 时，有 λ ＝ O，则高频波型解就是

精确解，这时数值解不产生振荡所以当 q ＝ ÷时，
高频波型解的振荡消失．定理 l 证明完毕．

由定理 1 可以知道，对流方程 GLxF 格式数值

解的振荡可以通过减小数值粘性系数 q 或者网格比

γ 进行控制．

文献［l］已论述了对流方程 GLxF 格式初始数

据的奇偶离散，这里我们证明这种奇偶离散是如何

控制振荡的．

定理 2 如果用偶数个点离散对流方程 GLxF

格式数值解的初始数据，则数值解不产生振荡．

证明 考虑对流方程 GLxF 格式数值解的方

形信号初始数据

11 

门， 0 < x, < x < x. < 1, 
u(x,O) = {…. . - (2 . 3) 

l 0 ，其它，

用 MC这里设M为偶数〉个网格点及步长 h ＝ 走进
行网格剖分．设数值解在网格点 Xj 处的值用 uJ 表

示，则可用离散的傅利叶和将 uJ 表示为
M 

uJ = ~ Ck'j ,j = 0,1 , … ,M - 1. (2. 4) 

h一￥＋ 1

经过变形，系数 C2 可表示为
- M-J •, • , 

ci ＝ 章写uJe－勺＝一？十 1, . .. ，号

(2 . 5) 

(1 ）奇数个网格点离散．设 i1,i2 EN且 i1 + i 2 

为偶数，X1 = （号 － ｝1川＝（号＋ Jz )h，用户＝
i 1 + i2 + 1 个点离散初始数据（2. 3 ），则

n ll.i ＝芋－ jl ， ••• ，芋＋ i2 ,
UJ ＝气，.， ,., 

lo ，其它，

代入（2. 5）式，可得
M-1 

c2 = h ~uJe-it;j = 
,=o 

(2 . 6) 

俨 ， h 手 O,
M(l -e一，＇） (2 . 7) 

！叫＇t;j (1 - e-;t;p) 

ρh，是＝ 0, 
n M 

特别地，有 CM=(-l)j1 ＋τh，由于M为偶数，户为奇

数，则（ 2. 6）式可表示为

uJ = (- l)Hj1+¥h + ph + 
艾「（ - 1 ) te't;<Hj1> (1 - e-•,P) 

L..J., MO - e－勺
峙。·亏

(2 . 8) 

(2）偶数个网格点离散． 与 (1）类似，但是用偶

数户＝ i1 + i2 个网格点离散初始数据（2 . 3 ），则

. ll,j=:¥-;1 十 1 ， … ，平＋ i , 
u J = 斗’孟’·孟…（2. 9) 

Lo ，其它，
代人（2. 5）式，可得

( (- l/e-,.c,1-0 [1 - e-•,<1>-ll ] 
I ,, .J ,k 手 O,

C2 ＝斗 M(l - e-•I) 

l （户－ 1沛，是＝ O, 

特别地，有 C与＝ O ，则（ 2. 9）式可表示为

uJ = 0 × (- l) j + （户－ l)h 十
~ (- l)ke-it;(j+j1 - J)r1 - e- il;(p-1) ] 

」 r • (2 . 10) 
., M(l - e- ’•) 

样o .亏

比较（ 2. 的式与（2. 10）式可以看到，（2.8）式

中存在棋盘波型（－ l)Hj1 ＋￥ ，则数值解有振荡． 而
在（2. 10）式中，棋盘波型被过滤掉了 ． 所以，用偶数
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个点离散初始数据时数值解不会产生振荡．定理 2

证明完毕．
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