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摘要：利用全着色矩阵绘出完全二部图全着色的构造，该构造可以方便快捷对完全二部图进行全着色．
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Abstract : This paper makes use of a total colouring matrix to give a total colouring strcture of the 

complete bipartite graph, which is very simple and convienient for the total colouring of the 

complete bipartite graph. 
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M. Behzad 于 1965 年提出了著名的全着色猜

想［ I ］ ：对于任意 π 阶简单图 G(V，日，V u E 的元素
都可以用 t:,.(G) + 2 种颜色着色，使得任何两个相邻
或关联的元素都着有不同的颜色，即 Xr(G） ζ

t:,.(G) + 2 ，其中 MG）为 G 的最大度数。 在文献［2,

3］中，田永成等人引进了全着色矩阵，并利用全着色

矩阵简洁地给出了完全图及一些图类的全着色构

造，同时由全着色矩阵推得一个与 M. Behzad 全着

色猜想等价的命题，从而将解决全着色猜想问题转

化为全着色矩阵是否存在问题。 本文给出完全二部

图的全着色矩阵，利用该矩阵可以简单快捷对完全

二部图进行全着色．

1 预备知识

设 C是 π 阶简单图，V(G) ,E(G）分别是 C 的顶

点集、边集，£＋ ＝ vu E称为 G 的增广边集，其中

句＝ e" E £ + , e;; = v， ε£＋ ，称 e，， 与 句 ， e,i ， … ， e;1 关

联， eiJ 与句， …，e,1 间， 与 eii 邻接 （i,j,k,l εJn ={ l,2,

· ·· ,n }) ,e,, ,eii 称为退化边．
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定义 1 图 G 的 k－ 全着色是指用走种颜色给

£＋ 中的元素着色，使得任何两个相邻接或关联的元

素都着有不同的颜色；G 的全着色所用颜色的最少

数目称为 G 的全色数，记作 Xr(G).

定义 2 将 n 阶图 G 的邻接矩阵 A(G）的主对

角线上元素。全换为 1 而得到的矩阵称为 G 的增广

邻接矩阵，记作 A+ (G) = (a,j ) nx”，其中 e;i ε£＋ ，

句＝ l ,e,i 任£＋ ,a,i = O(l ＂＇：：二 i ,j ，：：：；，＿二 n) .

定义 3 设 T = (t,j ） 是 n 阶对称方阵，若它的

任一行（列）的非零元素各不相同，主对角线上都是

非零元素，当 t,; = tjj 时， tiJ = ti, = O(i ,j ε I＂） ，若 T

中不同的非零元素的个数为 t，则称 T 为 n 阶 t 全着

色矩阵；若 T 中不同的非零元素的最少个数为 t1 ，则

称 t1 为 T 的全色数；设 T 中第 i 行（列）的不同的非

零元素的个数为 t, (iε I") ,to = ~axt，，则称 t。 为 T的

行（列）基数；不失一般性，可设T 的非零元素为从 1

开始的相邻的自然数，显然，to 《 t1.

文献［2］给出了 n阶完全图全着色的构造，提出

了与全着色猜想等价的命题 ：

命题 若全着色猜想成立，当且仅当存在 n 阶

t1C=xr(G））全着色矩阵类，对其中任一矩阵 T，使

t1 < to + 1 ，其中 t1 是 T 的全色数，to 是 T 的行（列）
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基数．

文中未定义的术语和记号见文献［4 ～ 6].

2 主要结果

由等价命题和全着色矩阵可以给出完全二部

图全着色的构造．

引理 设 m,n 为非负整数，则存在m ＋ π阶全

着色矩阵．

(1 ）当 m = n 时，全着色矩阵为
·,, -

”+ I O n - I , 

。 ” ＋ 1 : 2 

n + t O ,i - 1 n … n - 3 n 2 

0 0 山。”＋ 1 ： ” I · n-2n-l ··--……··-………-’·- . -·-·····…÷.........…-----…·---…........ I = 
I 2 ·”- I n : • +2 0 … 0 0 

l ： 。 ” ＋ 2 …

” - I " ，”－ 3 ”－ 2 ：。 ”+ 2 0 

” - 2 , - 1 :0 0 …。”＋ 2

分块矩阵 Ti 中的 A 和 B都是 n 阶对角形矩阵，

主对角线上的元素分别为 n+l 和 n+ 2,C 为 n ×

n 矩阵，其第 i 行的元素依次为 i,i + 1 ， … ，η ， 1,2, 

· · ,i-1,i=l,2 , …,”- 

(2 ）当 m手 n 时，不失一般性，可设m<n，全着

色矩阵为
'/ 2 -

n + I O • n - I n 

。 ” ＋ 1 ”· 0 0 : 2 

”+ I O : m - 1 m …,,, - 3 m - 2 

0 0 ..，。”＋ 1: m m+I " m-2 m 一 l
-…-----…··---…………··-…...,÷·····-·-·· --- ··-…,·-·· ........... I = 

2 · m - 1 m : m + I O ·”。。

m m + J : 0 m +2 

” 一 I• m- 3 m -2 ：。 m -1 0 

m - 2 m - I : 0 

(;;) 
分块矩阵T2 中的 A为m阶对角形矩阵，主对角

线上的元素均为n+l,B为 n阶对角形矩阵，主对角

线上的元素分别为 m + l,m + 2 , …,n,1,2 , …,m, 

C 为 m × η矩阵，其第 i行的元素依次为 i,i 十 1 ， … ，

n,1,2 , …,i-1,i= 1,2 ， … ，m ，σ是C的转置矩阵。

由等价命题知，将 T1,T2 中的所有非零元素全

换为 1，则可得到完全二部图 Km,n 的增广邻接矩阵

A+ (K .... ） ，而 T1,T2 便是 K.... 的全着色矩阵，其中

eij 着马色，e;; = V，，着 t，，色， t;; = tjj 时， t,j = tji = 0 ，即
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e,j Et Km,n (i, j ε lo ） ，于是有

定理 设 m ，η 为非负整数，K川为完全二部

图，则

(1 ）当 m ＝ η 时，K…的全着色矩阵为 Ti,

XT(K.,,. ) = n + 2 = MK. •.• ) + 2. 

(2）当 m 手 n，不失一般性，可设m<n 时，K，. ’”

的全着色矩阵为 T2 ,·

XT(K川，） = n + 1 = t::,,(K,,.,.) + 1. 

3 举例

例 完全二部图 KJ . 3 ,K3 , 4 的全着色矩阵分别

为 T1 和 T2 ，其中

4 。 。 1 2 3 

。 4 。 2 3 1 

。 。 4 3 1 2 
T1 = I 

2 3 5 。 。1 

2 3 1 。 5 。

3 1 2 。 。 5 
5 。 。 1 2 3 4 

。 5 。 2 3 4 1 

。 。 5 3 4 1 2 

2 3 4 。 。 O I, 

2 3 4 。 1 。 。

3 4 1 。 。 2 。

4 1 2 。 。 。 3 
XT(K3,3) = 5 = !:,,(K3, 3 ) + 2, 

后（K3 , 4 ) = 5 = MKu ) + 1. 

利用 T1,T2 便可对 K3 ,3 ,K3 , 4 进行全着色，每条

边左边的数字为该条边所着的颜色，此法简单并且

快捷（见图 1 和图 2).

5 ’ 2’2 

图 1 完全二部图 K3 . 3

图 2 完全二部图 Kl,<

（下转第 12 页）
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个点离散初始数据时数值解不会产生振荡．定理 2

证明完毕．
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