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摘要：通过对非线性方程求根牛顿迭代法的分析，给出牛顿迭代法的一种新的加速技巧，并通过数值算例验证

所作的理论分析．数值结果表明该加速方法是行之有效的．
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Abstract : By analyzing the Newton iterative method for nonlinear equation, a new acceleration 

technique of Newton method is proposed. Numerical results indicate that the acceleration method 

is effective. 
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方程求根的牛顿法因为方法简单和收敛速度快

而被广泛应用于科学与工程计算中，如非线性断裂

问题、弹塑性问题及其他非线性力学问题、电路问

题、电力系统计算、经济与非线性规划问题、逆变消

谐问题等．但是这类方法大多只满足局部收敛

性［ I叶］．本文引人步长因子，使得牛顿法通过加速

后，具有三阶收敛速度，并在较弱的条件下，满足全

局收敛性．

1 算法

考虑非线性方程

f(x) = O, (1 . 1) 

!:RI → RI 为一非线性映射．设Y 是方程f(x ） 的单

根，f(x） 在区间 ［a,b］ 上满足二阶连续可微，则可以

使用如下迭代格式求解：
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只 ＝ x.-F百万’{:: f (x,) 
,k = 0,1,2 , … (1. 2) 

f(y,) 
X H I = y. - F百万

迭代格式(1. 2）要求初始点 z。要充分接近零点工·．

但是如果函数穴。为凸函数，则可以弱化对初始点

的条件，实现全局收敛．

由此，我们提出下面的算法：

算法 1

步骤 0：任意给定初始点 Xo ,E:，置 k : = O; 

步骤 1 ：如果 lf<x.) I ＜ ε，停止计算，输出 X1, 作

为近似根；
f(x,) 

步骤 2 ： 计算 y, = X; - l'[;J ’ X1,+ 1 = Y, -

f(y,) 

f ’ (x ,) ’ 
步骤 3 ：令 X1, = X1,+ 1 ，计算 f(x,) ;

步骤 4 ：置 h := k + 1 ，转步骤 1.

2 收敛性分析

定理 1 设方程f（抖的零点为f ，其中，f(x)
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在区间［a,b］上二阶连续可微，且满足 f' (x）手 0 ，则

初始点 Xo 要充分接近零点f 时，迭代格式 (1. 2）产

生的迭代序列收敛于 x* .

证明
f(x) 

令伊（x) = x 一一一一，则迭代格式f' (x) 

(1. 2）可以写为：

f (<p(x)) 
t/> (x) ＝伊（x）一一一一一一f' (x) 

可知，当 x = x ＊ 时，以x*) = x· 及
f(<p(x ＂ ）） 一

t/> (x") ＝伊（x＊）一一一一－一－－ x 一f' (x * ) 

f(x * ) 
Ff:;可＝工，

故 <p(x • ） 和 t/>(x • ）有相同的不动点． 由于 f' (x）手

O, V zε ［a，日，故有

qJ (x) 

f(x)f"(x) 
［户（x) ] 2 ; 

1 

t/>'(x) = q}(x ） 一

[!' (x)]2 - f(x)f"(x) 
[f’(x)]2 

[!' （伊（x））伊 ＇（x)f' (x) - f （伊（x) )f"(x) 
[f’(x)]2 

由于扩（x • ) = 0 ,f (x • ) = 0 ，易知 ¢＇ (x * ) = 0 ，故

迭代格式 (1 . 2）是收敛的，且收敛于 x * .

定理 2 设方程f＜川的零点为f ，其中，f(x)

在区间［a,b］上二阶连续可微，且满足 f' (x) =p O ，则
迭代格式 (1 . 2）产生的迭代序列三阶收敛．

证明 设牛顿法的迭代公式是
f(x.) 

X;+1 = x. - F石万’

则相应的迭代函数是
f(x) 

<p(x) = x 一一一一f' (x)· 

由牛顿法的收敛速度至少是二阶的可知

伊（x * ) = x ＊ ， ψ ’（x * ) = 0 ， ψ ”（x ＊ ）手 0 .

迭代格式 (1. 2）所述加速方法的迭代函数是 ：
f＜伊（x))

t/>(x) ＝圳工）一一一一一一f' (x) 
(2. 1) 

f(x) 
其中，以x) =x 一一一－．由定理 1 知： t/>(x*) =x· . f ’(x)· 

对（2. 1）两边求导数得：

¢’(x) = qJ (x）一

f’［ψ（x) ]<p' (x)f’(x) - f［伊（x)]f"(x)
(!' (x) ) 2 ’ (2 . 2) 

由于扩 （x * ) = x* ,f(x* ) = 0 ，易知 ＃ （立 ’ ） = 0. 

对（ 2. 2）式两边再求一次导数得：
f［ψ（x)] 

¢’(x) = 9口气工） (1 一一一－一一）一f ’ (x) 

伊伊’（x)f”［伊（x)] 2!' ［伊（x)]f气x)
’(x) （一）一f' (x) [!' (x)]2 
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f[<p(x)] 
<f'’(x) l )'” 

(2. 3) 

当 x=x ＊ 时，（2. 3）式右端第一项为 0，其余两项含

有因子扩（x ＊ ）或 f[<p(x汀，它们二者都等于 0，则

铲（x) = 0. 

由于f 是方程 f(x) = 0 的单根，则牛顿法的

收敛速度至少是二阶的，由此可得，迭代格式 (1. 2) 

所述的加速方法至少是三阶的．

定理 3 假定 f:R1 → RI 在凸集D上可徽，f是

凸的当且仅当

f(y) - f(x ） 二主 f'(y- x), V x ,y ER'. 

定理4 假设！ ， RI → RI 是连续可微的凸函数，

对任意zε R1 ,f' (x）手 0 . 同时假设 f(x) = 0 有一

个解 x ＊ . 那么，对任意初始点 Xo ξ Ri ，若 f'(x) > 0 

对所有z都成立，则（ 1. 2）式产生的迭代序列单调递

减且收敛于x * （若 f' (x) <O ，则 x. 单调递增收敛于

x· ） ，而且 f 是唯一的．

证明 对任意z。 ε RI ，不妨假设 f(x) > 0 ，对
所有 z 都成立．

首先我们证明序列｛x.｝单调递减且收敛于 x * .

由函数凸性及迭代公式可以得到

f(xk ） 二三 f(x.＿ ，） 十 f' (x._ ,) (x. - x.一 ，） = 0 ，走

= 1,2, · · 

由函数的单调性得到 ： x. 》 x * ,k = 1,2 , … 

由已知条件得
f(x.) 

f(x＂ 一一一－）f(x.) • f’（岛）
XH1 = X; - J'W - f' (X;) 

由已知条件 ：对任意初始点工。 ε R1,f'(x) > 0 及
f＜叫，易知 Xk+ I 三三 x＂ . 所以我们得到 ：X； 二三 Xk+ l 二三

x ＊ . 由此推导出 lim x. 存在．

f(x.) 
接着证明极限为 x ＊ . 由 X；＋ 一 一一一一一+ 1 - x. f' (x,) 

f(x.) 
f(xk 一一一一一〉f ’ Cx") 

得

f(x.) 
f(x 一 一一一一）f (x.) " f ’(x,) 

7石；） = Xk - XH1 - f'(x;) 

推导可知，当 h → ∞ 时， lf<x · ) I = o ，所以 f(x *)

= o. 
最后证明f 的唯一性．设f 和f 是f(x * ) = 

0 的不同的两个根． 我们有：

0 = f(x * ) - f(y ＊ ） 注 f' (y • ) (x • - y • ) , 

所以fζy ＊ . 同理我们得到fζf ，即 x * =y ' . 
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3 数值实验

我们选取一些比较典型的代数方程和超越方

程，在 MATLAB 环境下进行数值模拟，验证算法 1

的有效性．

实验方程如下：

例 1 :f(x) = (x - 6) 5 - lO(x - 6) 4 + 
38(x - 6) 3 - 68(x 6) 2 57(x - 6) - 8 = O, 

zε ［6,7] ; 

例 2:f(x) = x4 - 12x3 + 47x2 - 60x = O, 

x E [4. 5,6] ; 

例 3:/(x) = x4 - 12x3 + 47x2 - 60x + 24 = 
O,x ε ［O . 95,2]; 

4]; 

l]; 

例 4 : f (x) = x4 - 3x3 + x - 5 = 0 , x ε ［3, 

例 5:f(x) = x2 - sinx = O,x ε ［0.5,2]; 

例 6:f(x) = x4 - ln(x + 1) = O,x ε ［0.5, 

例 7 :f (x) = e-x2 一 ln(x + 1) = O,x ε ［O,l]; 

例 8:f(x) = ze-x - sinx = O,x ε ［0,1]; 

在实验中，取参数 8 = o. 5 ，终止准则 lf(xρ ｜

< 10一 10•用算法 l 计算所得数值结果如表 1 所示．

袤 1 例 1～f§IJ 8 的数值结果

方程有根区间初始点迭代次数迭代解 （x,) lf(x;) I 的值

例 l [6,7] 6.0 6 5.8137 1. 4744e-13 

例 2 [4. 5,6] 6.0 7 5.0000 1. 1369e-13 

例 3 [O. 95,2] 1. 2 6 1. 0000 1. 492le-13 

例 4 [3,4] 3.0 5 3.0670 6. 2172e一 15

例 5 [0.5,2] 1. 0 5 0.8767 9. 4369e-15 

例 6 [O. 5,1] 1. 0 10 0.8940 9.2679e一 11

例 7 [0,1] 1. 0 12 0.7571 8. 1693e 11 

例 8 [O, 1] 1. 0 4 0.9210 5. 6954e-ll 

3 

表 2 验证了算法 1 的全局收敛性．

表 2 例 8 对于不同初始点的数值结果

初始点 （xo ) 迭代次数 CPU 时间 lf(xρ ｜的值

0. 0 6 3. 93e - 04 7. 8826e-15 

1. 0 4 4. Ole-04 5. 6954e- ll 

10.0 4 3. 82e-04 2. 0302e-12 

- 10. 0 10 5. 24e-04 1. 1102e-16 

- 20. 0 12 4. SSe-04 1. 3367e-13 

一50. 0 22 5. 27e-04 1. 3367e一 1 3

一 100. 0 40 6. 60e-04 。
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新型酵母使植物纤维转化的两种糖同时发酵

随着世界能源短缺趋势的日益严重，生物燃料作为一种可再生能源，成为解决能源危机的途径之一 。 以

植物纤维素为主要原料的第二代生物能源不仅使用的是玉米秸杆、谷物秸籽等农业废弃物，以及锯屑和纸浆

等工业废弃物，而且可以减少二氧化碳的排放量高达 89 % ，减缓传统生物能源对粮食作物消耗的压力 。 但

是，利用植物纤维素制造乙醇燃料的技术瓶颈是生产的乙醇浓度低，原料需求量大，生产成本高。利用纤维素

分解酶生产乙醇燃料，首先是使纤维素转化成五破糖和六破糖。 在传统工艺中无法让这两种糖同时友酵。美

国科学家发明了一种新型的何－普度（Ho-Purdue）酵母，能够同时发酵这两种糖，并得到 乙醇。无论是哪种植

物纤维，酵母发酵的条件都相同，并且生产的酒精浓度可以达到 8% ，同时还可以生产出其他共生产品，如

酶、营养物质等，因此可以进一步降低成本，让“与人抢粮”的传统生物燃料不再“尴尬”。

（据科学网）
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