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摘要：给出基于信息熵的属性约简的矩阵表示，由此设计一个新的基于信息熵的属性约简算法，并用实例验证

算法的可行性．该算法比较直观，容易理解，而且所占用的辅助空间少．
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Abstract：The matrix expression of attribute reduction based on information entropy is given．

Then a new algorithm of attribute reduction based on information entropy is designed．And the

feasibility of algorithm is verified with an example．The algorithm is relatively straightforward，

easy to understand，and use less auxiliary space．
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在粗糙集理论[13中，属性约简是重要的研究内

容之一．目前有许多属性约简定义，例如基于正区域

的属性约简[1]，基于Skowron差别矩阵的属性约

简[23和基于信息熵的属性约简[3]．文献[4～6]的研

究表明，上述3种属性约简是彼此不等价的．目前，

多数学者用启发式方法和差别矩阵方法设计属性约

简算法。文献[7，8]用矩阵方法给出一个基于信息系

统的属性约简算法，文献1-9---12]用布尔矩阵的方法

设计不同的基于正区域的属性约简算法，文献[13，

14]用矩阵的方法设计基于正区域的规则提取算法．

很少有学者用矩阵的方法设计基于信息熵属性约简

算法。为此，本文先给出一个新矩阵和基于该矩阵的

属性约简定义，然后证明新的属性约简定义与基于

信息熵的属性约简定义等价(即给出了基于信息熵

属性约简的矩阵表示)，最后，以矩阵为基础，定义了

属性的重要性，并利用属性的重要性设计一个新的
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基于信息熵的属性约简算法．

1 信息熵属性约简的矩阵表示

定义I[11 五元组S=(【，，C，D，V，厂)是一个

决策表，其中U={aT，，z：，⋯，X。)表示对象的非空有

限集合，称为论域；C表示条件属性的非空有限集；

D表示决策属性的非空有限集且C n D=g；V=

U y。，y。是属性口的值域，厂：U×C U D—y是

一个信息函数，它对一个对象的每一个属性赋予一

个信息值，即V口∈C U D，z∈U，有f(x，口)∈V。；

每一个属性子集尸∈(C U D)决定了一个二元不可

区分关系IND(P)：

IND(P)={(z，y)∈U×UfV口∈P，f(x，口)

一f(Y，口))．

关系，ⅣD(P)构成【，的一个划分，用

U／IND(P)表示，简记为u／P，U／P中的任何符合

1-xlP={YIV a∈P，f(x，口)=f(Y，口))的元素称为

等价类．

定义2[31 在决策表S=(【，，C，D，V，厂)中，可

以认为【，上任一属性集合B∈c U D(知识，等价关

系簇，U／B={B，，B：，⋯，局))是定义在【，上的子集
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组成的代数上的一个随机变量，其概率分布可通过

如下方法来确定：

酬=[p盖㈨竺o P勰
其中户(马)一I目I／IUl，J一1，2，⋯，t．

定义3[31 在决策表S=(【，，C，D，V，，)中，决

策属性集D(U／D一{D。，D。，⋯，D。))相对于条件属

性集C(U／C={C，，C2，⋯，C。))的条件熵H(D|C)

定义为

H(D IC)=一∑p(Ci)∑p(D，ICi)logp(D』l

Ci)，

其中p(D，lC，)=lD，n eI／JGI．

定义4[31 在决策表S一(【，，C，D，V，厂)中，对

V b∈B∈C，若H(D IB)=H(DI(B一{b)))，则

称b为B中相对于D是可省的(不必要的)；否则称b

为B中相对于D是不可省的(必要的)．对V B∈C，

若其任一元素相对于D都是必要的，则称B相对于

D是独立的．

定义5[33 在决策表S=(【，，C，D，V，，)中，若

V B∈C，H(DIB)=H(D IC)且B相对于D是独

立的，则称B是C相对于D的一个基于信息熵的属

性约简．

定义6 在决策表S=(U，C，D，V，厂)中，V B

∈C，V z∈U，定义以z，=c错，等，⋯，
l取n[z]占I、—丌矿几
称触(z)为B关于D的概率分配函数．

定义7 在决策表S=(U，C，D，V，厂)中，条件

属性集B(B∈c)的信息熵矩阵Me=(砖)。×。的定

义为

砖5 、

f1 V b∈B，f(x。，6)=f(x，，6)，心(zi)≠心(zJ)，

<0 j b∈B，f(x．，6)≠f(x，，6)，心(zi)≠触(z，)，

【1心(z，)一心(‘)．
定义8 设M。=(r21『)．。．和M。=(rj)．。。是2

个布尔矩阵，M。≤M。铮V rj∈M。，，．；∈M。净，．j≤

吒；肘·=Mz甘V rj∈M。，吒∈M：辛，．j—r弓．

定义9 设M。=(r0)．×。和M。一(rj)。。。是2

个布尔矩阵，则M。=(rj)．×．=M。n M：一(rj^

吒)．×。；M。一(r|，)．。。=M1一M：=(，．j一，．：)。。。．

性质1 在决策表S=(U，C，D，V，厂)中，若条

件属性集B(B￡c)的矩阵为Me=(砖)．。．，任意属

性集{b}∈B的矩阵为M㈨一(，．磐’)。。。，则有MB=

n Mf6}．

证明 由条件属性集的矩阵定义即可证明性

质1．

性质2 在决策表S一(U，C，D，V，厂)中，条件

属性集A∈B∈C，则有M^≥M口．

定义lO 在决策表S=(U，C，D，V，，)中，对

任意B(B∈C)，若M。=Mc且V b∈B均有Ms叫)

≠Mc，则称B是C关于D的一个基于矩阵Mc的属

性约简．

定义ll 在决策表S=(U，C，D，V，，)中，任

意P，Q互(C U D)，记u／P一{P。，P：，⋯，只)，U／Q

={Q。，Q。，⋯，Qs)，若V Pi∈U／P=>3 Q，∈U／Q使

Pi∈Q，，则称U／p为U／Q的加细，记为U／P≤

U|Q．

定理1[51 在决策表S=(U，C，D，V，，)中，

V Q∈P∈(C U D)，则有U／JP≤U／Q．

定理2[53 在决策表S一(U，C，D，V，，)中，

V B S C，则H(D1B)一H(DIC)的充分必要条件

是V z∈【，净卢B(z)=触(z)．

定理3 在决策表S=(U，C，D，V，，)中，对任

意B(B∈C)，设条件属性集B的信息熵矩阵为Ms

=(砖)。×。，若H(DlB)=H(DIC)，则有M。一Mc

一(rc)．

证明 设H(DIB)=H(DlC)，由定理2知，

V z∈U≥脚(z)一心(z)．假设MB≠肘c，则至少

存在噶％≠rCv．。，故有(Xio)≠,Uc(Xj。)(因为戎∥
圪如中有一个其值为o)．由于B∈C，由定理1知，

[五。]。三[Xi0]C[zJ。]s三[乃。3c,从而有噶，。一1，rc，。

一0．由于圪如=l，故有[zi。]e=[-。]e，从而有

肋(Xio)=触(z如)．由于rvC。=0，故有EX,o]c≠

[z如]c，从而有肚(z．。)≠心(z％)．又由于V z∈

U毒如(z)=触(z)，故有触(z％)=心(z。。)和

卢月(zJo)一1_c(Xj。)，而户口(z，o)一I％(scj。)，故胜(z，。)

一肚(z矗)．这与心(z‘)≠肚(zJo)矛盾．故假设不成

立，从而定理3成立，即有Ms=Mc．

定理4 在决策表S一(【，，C，D，V，厂)中，对任

意B(B∈C)，设条件属性集B的信息熵矩阵为Me

一(碟)。。。，若M。=Mf，则有H(DI B)一H(D lC)．

证明 当M。=Mc时，假设H(|DI B)一

H(D lc)不成立，由定理2知，至少存在z‘∈

u净脚(工fn)≠段．(五．)．由分布函数的定义知[z。。]占
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≠[Xjo]c．又由定理1知[五。]口三[z％]c，故一定存在

[xj。]c≠[zi。]c，使得■。。]口=■“]a三[z矗]c．由于

■如]c≠[zt。]c，故有心(zt。)≠心(z如)．由 [xj。]c

=[而。]c，故至少存在一属性a∈C，使得f(x,o，口)≠

，(z矗，口)，由定义7知嘎矗=0．再由于胜(zfo)≠

肚(‰)和[‰]占=[‰L，由定义7知吃南=1，从而

有璃，。≠圪J。．这与M且=Mc矛盾．故假设不成立，从
而H(DIB)=H(DIC)．

定理5 在决策表S一(U，C，D，V，厂)中，对任

意B(B￡c)，设B是C关于D的一个基于信息熵的

属性约简，则B也是C关于D的一个基于矩阵‰的
属性约简．

证明 设B是C关于D的一个基于信息熵的

属性约简，则有(1)H(DlB)一H(DlC)；(2)V b∈

B，H(Dl(B一{b)))≠H(DIC)．当H(DIB)=

H(D}C)时，由定理3知MB=Mc．当V b∈B，

H(DI(B一{b)))≠日(DIC)，时，由定理4的逆否

命题知M占一{6}≠M。．由基于矩阵的属性约简定义，

B也是C关于D的一个基于矩阵Mc的属性约简．

定理6 在决策表S一(【，，C，D，V，厂)中，对任

意B(B￡C)，设占是C关于D的一个基于矩阵彤c

的属性约简，则B也是C关于D的一个基于信息熵

的属性约简．

证明 设B是C关于D的一个基于矩阵Mc的

属性约简，则有Me=M。且V b∈B均有Me一{a}≠

肘c．当M。=Mc时，由定理4有日(DjB)=

H(DIC)．当M。一㈨≠Mc时，由定理3的逆否命题

有H(D I(B一{b)))≠H(D IC)，即V b∈B有

H(D(B一{b)))≠日(DIC)．由基于信息熵的属性

约简定义知，B是C关于D的一个基于信息熵的属

性约简．

定理7 决策表S=(U，C，D，V，厂)中，基于矩

阵M。的属性约简与基于信息熵的属性约简等价．

证明 由定理4和定理5即得定理7．

2 基于矩阵的属性约简算法

定义12 在决策表S一(U，C，D，V，厂)中，属

性a∈C—B相对于B(B∈C)的重要性定义为

Sig且(口)=IMe—MsUld}I，其中IM【表示矩阵M中

的非零元个数．

基于矩阵的属性约简算法：

输入：S=(U，C，D，V，厂)，U={z】，z2，⋯，

z。)，C={f】，f2，⋯，c，)；

输出：属性约简尺．

步骤1 计算决策表的矩阵，记为Mc；

步骤2 令R=乃；

步骤3 对任一a∈C—R，计算5哲。(口)；

步骤4 令&(，．)=max SigR(口)；若SigR(r)
口t L一代

=0，输出属性约简R并终止算法；否则令R—R U

{r)；转向步骤3；

步骤5 输出属性约简R并终止算法．

定理8 算法输出是基于信息熵的属性约简．

证明 假设M。≠Mc，由性质2知，M。>Mc，

故至少存在口∈C—R使得M胄u川=M冉n M㈨<

MR，否则V b∈C—R均有MRU{口}=MR n M㈨一

MR，则Mc=MRu(c—R)=MR n(n M㈨)一
6∈L一片

n(MR n M㈨)=n MR=M一．故有Sig一(r)
6∈L—N 6∈L一^

一1-naxSigR(f)≥SigR(盘)一IMB一肘BU{4}l>0．
‘∈C一片

这与算法终止时Sig一(，．)=0矛盾．故假设不成立，

从而算法终止时有MR=Mc．由定理7知，尺是决策

表的一个基于信息熵的属性约简．

3 算法实例验证

以表l为例，说明基于矩阵的属性约简算法的

可行性．

表1 决策表

a b f d D,uc(·)

根据算法的第1步，我们得到

M{4}5

1

1

1·

1

0

O 孙

∞∞∞∞∞"

0

1

O

1

0

On∞n∞n∞

2

2

2

2

3

1肌您黔融粕舶

1

0

1

0

1

0

O

1

O

1

0

0

n旧n

m¨∞

f|n
uM
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M{6}=

Mlf}=

M(d}=

1 0

O 1

1 0

O 1

1 O

1 O

O 1

1 O

0 1

1 0

l O

O O

1 0

0 0

1 0

由算法的第3步可知(注意：Ma一(1)e×e)：

Sig历(a)=14，Sig乃(b)=18，Sig乃(d)一10．再根

据算法的第4步得：选择属性b，R一{b}，算法转入

第3步．

M{6，。)=

Mf6．fl=

M{6．d}2

又由算法的第3步知：Sig⋯(口)一4，Sig㈨(f)

一4，Sig{6}(d)一4．再根据算法的第4步得：选择属

性口，R={6，a}，算法转入第3步．由算法的第3步

知：5ig㈨，}(f)=Sig㈨d)(d)=0，算法终止，输出的

属性约简是R一{6，a)．

实例验证结果表明，算法是有效的，而且比较直

观，容易理解，所占用的辅助空间比差别矩阵方法设

计的算法少．但是我们在实例验算中发现了重复的

计算，因此下一步工作要设计基于矩阵的属性约简

的高效算法来避免重复计算．
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