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摘要：建立一个斜坡型需求且短缺量部分拖后订购的易变质物品库存模型，研究指数斜坡型需求模式下变质

率为Weibull分布形式的易变质物品库存管理问题，分析允许短缺下两种可能情形的单位时间库存成本函

数。得到易变质物品的最优库存补充策略．数值算例表明模型符合实际情况．
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Abstract：In this paper，an inventory model for deterioration items with ramp type demand rate

and shortage partial backlogging is built．The inventory management problem of deterioration

items with WeibuU distribution under exponentially ramp type demand is investigated．The total

inventory cost functions of tWO cases per unit of time under the shortageconditions are analyzed

and an optimal replenishment policy of deterioration items is derived． Finally，numerical

examples also indicate the inventory model meet practical situation．
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自20世纪60年代以来，易变质物品的库存管

理问题受到了研究者的广泛关注，易变质物品是指

在存贮过程中发生腐烂、性能衰退和分解的一类物

品，比如水果的腐烂、药品的功能失效等．这类物品

对库存的影响是很明显的，因此如何有效地降低这

一类物品的库存对企业来说非常重要．Ghare等uJ

最先研究了变质率和需求率均为常数的易变质物品

库存问题．随后，Covert等[21将常数变质率推广到两

参数Weibull分布情形．对于时变需求的研究，Hill[3]

研究了需求率线性增长随后恒定的斜坡型需求模

式．Deng等口1提出了一种求解Hill的斜坡型需求模
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式的库存问题的有效解法．Panda等[51研究了具有

另一种斜坡型需求模式的季节物品的最优补货策略

问题．Cheng等[63研究了梯形需求模式的易变质物

品库存模型．上述研究中未被满足需求取决于下一

次补货的时刻．一般来说，缺乏耐心的顾客如果遇到

很长的排队等待的队伍时会转到别的商家购买．为

此，Padmanabhan等[73首先研究了这种情形下的库

存问题．Ouyang等[8]在文献[7]的基础上研究了通

货膨胀和资金时间价值情况下有限时域内的易变质

物品库存模型．Dye等凹1研究了有限时域内的不等

周期库存模型．

本文在前人研究成果的基础上，考虑需求率指

数上升随后恒定的易变质物品库存模型，寻求易变

质物品的最优库存补充策略．

1 数学模型

斜坡型需求且短缺量部分拖后订购的易变质物
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品库存数学模型基于如下假设：(1)补货率无限大，

即补货是即时进行的；(2)物品进入库存后才发生变

质，库存物品的变质率由Weibull分布给定，变质率

口(￡)一口廓卜1(口>0，卢≥1)；(3)￡时刻的需求率是

／’(￡)一Aexp{bit一(f—u)H(t一“)])，其中A>

0，b>0，日(f一“)是Heaviside函数，H(￡一“)一

{：∥彳“；(4)允许短缺且短缺量部分拖后，假设需
l o't≮“

求量拖后率D(￡)取决于排队等待的队伍中总的顾

客数目，即D(￡)一厂(f)+3I(t)，其中，(￡)<0，d是

非负数；当艿一0时，需求量完全拖后．

符号说明：丁为固定的订货周期长度；，(f)为t

时刻的库存水平，0≤t≤T,t。为库存水平降至零的

时间；c。为单位时间单位物品的库存持有成本；c。为

单位时间单位物品的短缺成本；f。为由于丢单引起

的单位物品机会成本；f。为单位物品的变质成本；甜

为需求函数参数；S为最大库存水平；K为每次订货

的固定订购成本；Q为每次订货的订购量．

库存模型在t一0时刻进行补货而达到最大库

存水平5，然后由于物品自身的变质和市场对物品

的需求，库存水平在t。时刻降至零，在时间段[f，，丁]

内短缺发生且短缺量部分拖后订购．库存水平的变

化用以下方程描述：

d百I(t)一一口触9—1J(z)一，(￡)，0≤￡≤zl；(1)
d—Ii(t一)一一81(0一厂(f)，￡】≤￡<T； (2)

边界条件为I(t，)一0．

2 模型分析

我们基于库存数学模型中t-和“的值考虑两种

可能的情形．

情形1 0<t。≤“．

如图1所示，这时库存水平在时间段[o，丁]内

的变化情况可用微分方程描述为：

掣一一啦p-地)一山断，o≤f≤钔(3)
尘釜堕一一3／(￡)一A纱，￡。≤f≤甜； (4)

d1I(厂t)一一3／(￡)～4∥，“≤f<丁； (5)

边界条件为J(f。)一0．

方程(3)～(5)的解分别为

J(f)一Ae一∥11产+Jdz，0≤￡≤fl； (6)

，(f)一一矿芊可(∥一e(b+。,)tl--St)，￡t≤￡≤“；
(7)

，(f)=一矿干A可(F(¨m—P(蚪拙-)P一加+

ATebu(Pd(“一r)一1)，“≤f<T． (8)
O

‘“f)

‘、
0 fl＼“| lT t’

＼l |

图1 订购库存模型(0<t1≤u)

库存模型在初始时刻t=0进行补货，得到最大

库存水平

s—A11扩+∥dz； ． (9)
J 0

在时间段[0，f。]内总的变质物品数量为

D—S—J11厂(f)d￡一41扩+∥dz一万A＼iebt0 t

t—
J √ Ⅳ

1)； (10)

在时间段[o，t1]内库存持有量为

H—A＼：＼Ipl+。一。dzat；
在时间段[￡。，71]内库存短缺累积拖后量为

P A ?沙一伊l

B—J．r-一I(t)]dtt 2南(宁一J． u u u

尘≠)一等(1一沁一“)√“一q+
志(P拍wh—P曲w)f1)(P一知一P一”)；(12)
在时间段[￡-，T-I内销售损失的数量为

。

L一燕c气等 elZl—P(6+dⅪ1一知

一———万—一

筚(1—3(T0 一“)一∥一丁，)+南O∥蚪机一口十

F(¨聊})(e一缸一e-盯)． (13)

总的库存成本包括固定订购成本、库存持有成

本、库存短缺累积拖后成本、变质成本和机会成本．

因此在情形0<t。≤U下，单位时间的库存成本为

C1(￡1)=+EK+ClH+c2B+c3L+c4D]，

(14)

(14)式中C。(f，)关于t。的一阶导数为

掣一竽[f。肛一扣c詈+“，一
矿“，一7’’)+“(∥一1)-1， (15)

使c。(￡。)最小的必要条件为坐蔷}一。．
我们令

地，)邓p卜‰一(詈+c3)(1一
，(fl一丁’)+f4(P“f一1)，
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由|Il(o)=一(詈+fs)(1一P一打)<o，^(丁)一

f，Jr0∥一∥出+f4(P∥一1)>o和兰U导1 >o!知
‘

h(t。)在[o，丁]上严格递增，且存在唯一一点f?(∈

[。，丁])使得^(f?)=o．又堂告警立IP，?一等
_dh甄(t—a)I，。：。?>o，故c。(￡，)在[o，丁]上存在最小值．

若tC满足￡?≤U，则最优的拖后需求量

厶2矿旱可(∥¨m一∥6+∞o)P一盯一
可Aebu(Pa(“一T)一1)；

最优订购量为

Q。 一石—拿百(P伯+∞q
— P曲¨¨?)P一打 一

垒霎(∥“一n一1)+Af?扩+Jdz．
性质1 在0<t。≤u情形下，若￡÷≤u，则

C，(￡，)在t，=￡?处取得最小值。目￡?是最小值点；若

￡?≥U，则C1(f1)在f?

^(f÷)=0．

一U处取得最小值，其中

情形2 U≤t，<T．

如图2所示，这时库存水平的变化可用方程描

述为：
dI(￡)

出

dI(￡)

出

一一口触4—1，(f)一A矿，0≤t≤U；(16)

=一乜触9—1，(f)一Ae妇，U≤t≤t1；(17)

生瓷尘一一3／(f)一A扩，￡。≤￡<丁； (18)

边界条件为I(t。)一0．

。，(f)

小
l 、 ．

0Ⅳ fl＼ IT t’

＼ }

图2 1】购厍存模型(距≤tl<l’)

方程(16)～(18)的解分别为

m)：Ae-一pr扩+Jdz+胪√卜Jdz，0≤
t≤U； (19)

J(￡)=4∥一∥Ifl，dz，“≤f≤f1； (20)

m)：一等E1一出叫M≤￡<丁．(21)
如同情形1的分析，得到U≤t，<T情形下单

位时间的库存成本为

Cz(￡。)一事{K+f，AdrOdrt扩+∥一∥dzd￡+

f。A r：厂1沙+一一4dz出+c，A r r：1扩+一一∥dz出+
J Od_ J H Jf

等(詈+f。)[∥‘t—r’+d(丁一f。)一13+

“Ar扩+一dz+已Aeh⋯f'leJd 0 dz一等(扩一1)一
一，

c，

“A沙(fl一“))， (22)

使得C：(z。)最小的必要条件为

百dCz(t,)=等Ec。p卜‰+(詈+—aF 2了c1J o矿1．df十。万十

f3)(矿‘tI--丁)一1)+；。(e"tf一1)3—0． (23)

又C。(￡，)关于t。的二阶导数为

掣一等[fl+fl俐叫肛√¨
(f2+＆3)矿“1一r’+f；口触f—lP“f]>0． (24)

故在U≤t。<T情形下，C。(￡。)存在最小值．若(23)

式的解￡?满足U≤￡÷<T，则最优的拖后需求量为

△：竽E1一∥t1--T)3；
最优订购量为

Q。一A肛协‰+Ar沙佃‰+丁AebuLl一
P抓?可’]．

性质2在情形U≤t。<T下，若U≤￡?<T，

则C。(￡。)在t，一￡÷处取得最小值，且￡÷是最小值

点；若￡÷≤U，则C。(￡。)在￡?一U处取得最小值，其

中h(￡i)一0．

令

c瓴，=僻漂鬟： ㈦，

由(14)式、(22)式和(15)式、(23)式知C(t。)在U处

连续、可微．

综合以上分析，C(t。)在[o，7']上只存在一个极

小值点，从而是最小值点．

3 数值算例

我们用两个数值算例来验证本文提出的模型．

例1 假设模型的参数如下：K一150(元／

次)，A=100，b一0．1，T一10(周)，U一6(周)，d一

0．05，汐(z)一啦9-l=0．1×2×t2-1—0．2t，“一
1(元／单位／周)，c：一10(元／单位／周)，f。=

20(元／单位)，臼一3(元／单位)．通过计算可以得到

库存水平降至零的最优时间￡÷一4．7384周，最优拖

后需求量△一832．0587单位，最优订购量Q。一

2626．0212单位，最优单位时间库存成本C(￡?)一

3264．5251元．我们在上述条件下就需求量拖后率
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表1 5、H、b对厶、Q。、c(f?)的灵敏度分析

艿 “ 6

变量
o．01 0．05 o．1 6．2 6．4 6．6 o．2 0．4 o．6

tf 4．7607 4．7384 4．7076 4．7384 4．7384 4．7384 4．7384 4．7384 4．7384

△ 917．2865 832．0587 739．8189 845．1001 857．7838 870．0837 1497．7883 4865．0928 15847．8614

Q。 2745．4307 2626．0212 2487．7880 2639．0626 2651．7463 2664．0462 3291．7509 6659．0553 17641．8239

C(tf) 3244．7939 3264．5251 3278．3971 3293．4110 3320．0215 3344．3932 5555．1358 16499．2461 50257．9295

表2 5、口、b对厶、Q’、C(f?)的灵敏度分析

占 “ 6

变量
0．05 0．10 0．15 5．2 5．4 5．6 0．2 0．4 0．6

f， 6．0610 6．0535 6．0413 6．0535 6．0535 6．0535 6．0535 6．0535 6：0535

A 589．4782 537．6205 490．3777 548．4812 559．5612 570．8651 886．3864 2409．4480 6549．5588

Q’ 2531．4915 2471．9028 2432．39l 1 2498．0230 2522．0405 2543．5593 3793．3659 9267．0458 23411．7949

C(ff) 2264．4167 2297．1499 2323．9130 2333．7630 2369．5922 2404．3790 3698．6052 9707．3736 25749．5276

参数艿、需求率参数U和b分别对最优拖后需求量△、

最优订购量Q。和最优单位时间库存成本C(tf)作

灵敏度分析，结果如表1所示．

例2 假设模型的参数如下：K=200(元／

次)，A=10，b=0．1，T一10(周)，U=5(周)，艿一

0．1，伊(￡)=aflt#一1—0．05×2×t2—1—0．It，f1=

1(元／单位／周)，f。=10(元／单位／周)，C。一

20(元／单位)，q=3(元／单位)．通过计算可以得到

库存水平降至零的最优时间￡÷=6．0535周，最优拖

后需求量A一537．6205单位，最优订购量Q。一

2471．9028单位，和最优单位时间库存成本C(￡?)一

2297．1499元．我们在上述条件下就需求量拖后率

参数艿、需求率参数U和b分别对最优拖后需求量△、

最优订购量Q‘和最优单位时间库存成本C(￡?)作

灵敏度分析，结果如表2所示．

从表1和表2的结果可以看出：(1)拖后率参数

艿的增加会引起库存水平降至零的最优时间f?、最

优拖后需求量△、最优订购量Q‘的减少和最优单位

时间库存成本c(￡?)的上升．(2)需求函数参数U的

增加引起最优拖后需求量△、最优订购量Q’、最优

单位时间库存成本c(f?)的上升．(3)需求函数参数

b的微小增加引起最优拖后需求量△、最优订购量

Q‘、最优单位时间库存成本C(￡?)的迅速上升．(4)

需求函数参数U、b的变动对库存水平降至零的最优

时间￡i没有影响．

第(1)种情况在实际中是显然易见的．需求率

参数“与b增加会引起需求率增大，因而第(2)、(3)

种情况在实际中也是可见的．至于第(4)种情况，当

需求率增大时，订购量也增大，为了得到最优的单位

时间库存成本，出现短缺的时间不变在实际中也是

可以见到的．

4 结束语

本文研究指数斜坡型需求模式下变质率为

WeibuH分布形式的易变质物品库存管理问题，分析

了允许短缺下两种可能情形的单位时间库存成本函

数．算例表明，库存模型参数艿、“、b对△、Q。、C(￡?)

均有不同程度的影响，因此在制定库存补充策略时

必须加以考虑．对于进一步研究，我们还可以考虑模

糊通货膨胀和资金时间价值情形、边生产边需求、允

许延迟支付和含次品的订购批量等情况．
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只(z)一刚字，半)一
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根据前面所用的方法，不难得到∑

丽tn H知，y)蹦z，叫)一exp(y丢)c。(一
眦f)c。(船￡)．令z=2z，y一一1，z一生亏型，叫一
L#，可得以下关于日。(z)和只(z)的～个双边生

成函数： n∑=O雨tn H。(z)只(j，)一exp(一{

嘉)c。(一(1+y)xt)C。((1一∥)埘)．
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