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摘要：给出三阶线性脉冲微分方程非振动解与其各阶导数的符号关系，得到2个新的判别该方程振动性与渐

近性的准则，并用实例来验证其有效性．新准则改进了一些已知结果．
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Abstract：According to the connection of nonoscillatory solutions and their denotation of

derivative appeared in the equation，two new oscillatory conditons for oscillating and

asymptotically tending to zero of solutions are obtained and verified by some examples by using

new oscillatory conditons，some previous results are improved．
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脉冲微分方程(IODE)振动性的研究成果广泛

地应用于生物、物理、工程等领域中，已经引起众多

学者的关注．近年来，对脉冲微分方程振动性的研究

也取得了一些成果‘卜6|，但是大多研究集中在一阶

或二阶的情形上，只有极少数研究二阶以上的情

形‘1’“引．本文主要考虑三阶线性脉冲微分方程：

fz∞’(f)+户(￡)z(f)=0，t≥to，t≠t{，k∈N．

1z(￡产)一a^x(t^)；z7(￡产)一bkx7(“)；

l z佗’(￡≯)=CkX心’(“)，

【X(to+)一X0；z7(z才)一zo 7；z‘2’(f寸)一矗∞，
(1)

其中
0<to<tl<⋯<t^<⋯，lim t^一+∞；∥(“)刮昕)_“lim掣舢，)=
⋯limj等；竽∥∽)利2)(引=
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⋯limi掣暑掣；烈们一，lim。+掣昌等，卜．f- ‘一“ ，．．f+ f一“

且a^>0，b^>0，“>O(k∈Ⅳ)，户(￡)在[￡o，+。。)

上非负且不最终恒为零．

文献[1]研究方程(1)的振动性，得到了一些好

的振动准则．方程(1)解的存在在性可以参见文献

[2，3]．本文给出方程(1)非振动解与其各阶导数的

符号关系，得到2个新的判别准则，用于判别方程的

振动性与渐近性．新准则改进了相关文献的结果．

1 基本概念及引理

定义1 函数z(￡)：It。，to+口)一R，t。≥0，a>

0，称为方程(1)的一个解，如果满足：

(M1)z(f手)一zo；z’(￡手)=zo’；z心’(f才)=

z0(2)．

(M2)当t≠t^，且t∈(￡。，to+口)时，z(￡)满足

z似’(f)+户(￡)z(f)=0；z(f)，z7(z)，．27㈤(f)在t≠t^

处连续，t∈(f。，t。+口]．

(M3)z(￡，) =a^x(t^)；z’(￡产) =bkx7(“)；

z‘2’(才)=Ck39‘2’(“)；z(￡)，z7(f)，z心’(f)在一t{处左

连续．
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定义2 方程(1)的一个解称为振动的，如果

它具有任意大的零点；否则，称为非振动的．如果一

个方程的所有解都是振动的，则称方程是振动的．

定义3 方程(1)的一个解称为有界解，如果

存在正常数Ⅳ，使得t≥t。时，有lz(￡)l≤Ⅳ．

引理l[4] 函数z(f)为方程(1)的一个解，且

存在丁≥t。，使得t≥T，z(￡)>o(<o)时，有

(HI)(￡l—to)+-f⋯-(f2一t1)+⋯+

昔蠢‘厶+z一厶)+⋯=+∞；
^

(H2)(‘1一to)+_Vl(f2一t1)+⋯+
u1

鬻瓴+-叫。)+．．一+o。；
(H3)户(￡)在[￡。，+oo)上连续非负且在(￡^，

t㈩](正∈Ⅳ)上不最终恒为零．则对充分大的t，有

且只有下列情形之一成立．

(A)z‘2’(￡)>0(<0)，z7(f)>0(<O)；

(B)z‘2’(f)>O(<O)，一(f)<O(>O)．

引理2 z(￡)为分段连续函数，z(￡)在t≠tk(f

∈R+)处连续，在t—t。处左连续，设存在丁，当t≥

丁时，有z(￡)≥o(≤o)，且存在充分大的71。≥丁，

使得当t≥T。时，z(￡)在(“，t^+，](如≥T。)上单凋

不增(单调不减)，且∑n佃=l■(f了)一z(￡。)]收敛，则
lim z(￡)=a≥O(≤o)存在且有限．

引理2的证明过程与文献E6]中的引理2类似．

2 主要结果

定理l 假设引理1的条件(H1)～(H3)成

立，若还有数列{Ⅱ2。口f}有正下界，数列{Ⅱ二，f，)

有正上界，级数∑=la。一1 l收敛，级数∑=Ic。
r+∞

一1 I收敛。且存在口>0，使I p(s)ds一十oo，则方
J a

程(1)的任意解或者振动或者最终定号在t一十o。

时趋于零．

证明 设方程(1)有一个非振动有界解z(f)，

不妨设z(f)>o(对于z(f)<0的情形证明方法类

似)，其中t≥T≥t。，由引理1知，对充分大的t，有

(i)z‘2’(￡)>0，x7(￡)>0；(ii)z‘2’(f)>0，z7(f)<0

之一成立．不妨设存在丁。≥丁，当t≥了’。时，有(i)，

(ii)之一成立．

(a)首先证明(i)不成立．若不然，存在t·≥T。，

使得一(“)>0，记)，=z7(f≯)=bkx’(“)>0，由

z‘2’(￡)>0知z’(￡)在(“+H，th+i](i∈Ⅳ)上严格递

增，对t∈(“，t^+1]，z7(f)>z7(￡，)一y>0，特别有

z7(“+1)>y>0．对t∈(“+l，tk+z]，x7(f)>x7(f41)

一巩+lz7(“+1)>bk+1y>0，特别有x7(￡蚪2)>

6l+lz’(￡^+1)>bI+1)，>0．

由数学归纳法得到：z’(“+。)>阮+。一l⋯bk+。y>

0，进而有z7(f4。)一bk+。x’(“+。)>bk+。bk+。一1．．·bk+1)，

>0，从t^到t蚪l积分一(￡)>y，得x(t抖1)≥z(￡产)

+r(t^+l—tk)，从t^+1到tI+2积分x7(￡)>bk+1y，结

合前式得x(t^+2)≥z(￡41)+bk+1Y(t^+2一tl+1)≥

ah+1IX’(才)+7(“+l—tk)+y竽(“+2一“+1)]．
再由归纳法，对咒≥2有

x(t^+。)≥a。+。一l⋯a{+1[z’(￡产)+Z(t^+l—tk)+

7筹瓴+。1+1)+⋯+y象裁瓴+。一
tl+。一1)]．

在上式中令n一。o，由引理1的(H2)及数列

{Ⅱ2．口，)有正下界，知右端趋于+o。，这与z(￡)有
界矛盾．从而对t≥T。≥T，有z7(￡)<0，即情形(ii)

成立．

(b)由(a)的证明知z姑’>0，z7(f)<0，由x7(￡)

<0知z(￡)在(颤，以+。](以≥T。)上严格递增且非负，

由∑=I％一1 I收敛，z(f)有界，得到∑=la。一
1 Ix(t。)收敛，从而∑=I工-(t。+)一x(t。)I收敛，再
结合定义知引理2满足，从而由引理2知

lim卜．+。。z(￡)；Z，且0≤Z<+oo．

下证z一0．否则有l>0，从而存在L≥丁。，使

得t≥T1时，有z(f)>-5‘-，由方程(1)得x‘3’(f)一一

户(￡)z(f)<一告户(￡)，从t，到t积分上式得

z㈤(f)一z㈤(f产)<∑[z㈣(￡，)一z㈤(f，)]

一专肛础， (2)

这里tj>T-．要证明序列{x‘2’(f，))有界．因为t∈

(￡t，￡蚪1]，k—i，i+1，⋯，z‘3’(￡)≤0，故x‘2’(￡)单调

不增，且x‘2’(z)>0，z‘2’(以+1)≤z‘2’(￡产)，z‘2’(“+2)

≤z佗’(￡矗1)=ck+1z幢’(巩+1)≤Ck+IX‘2’(z，)，利用数

学归纳法可得x佗’(改+。)≤“+。一1．．·Ck+1z‘2’(f，)．而

数列{Ⅱ2lCi}有正上界，故序列{z‘2’(f，))有界，而

级数级数∑=k一1 I收敛，故∑““，If，一
1 ix心’(￡i)收敛，即∑“，<fix‘2’(￡i+)一x心’(￡，)I收

敛，那么∑，<K，■‘2’(fi+)一z心’(f，)]收敛．又存在
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口>0，使I p(s)ds=+∞，在(2)式中令t一+∞，

得到X娌’(￡)一一o。，得出矛盾，故z一0．综合(a)，

(b)知定理1结论成立．

定理2 假设引理1的条件(H1)～(H3)成

立，若还有数列{H2，口i)有正下界，级数∑=la。
一1 l收敛，且

胁洲s+∞沁汕+丽1∥P4洲小-．+

云i毛瓦j，1户。)ds+⋯一+∞， (3)

则方程(1)的任意解或者振动或者最终定号在t

一十oo时趋于零．

定理2的证明类似定理1．

3 实例

例1 考虑三阶脉冲微分方程：

z㈣(z)+{z(￡)一0，

t≥to=1，t≠3“，咒=1，2，⋯

z((3”)+)一(1+可1)z(3”)；Xt((3”)+)一

(1一吉)扒3‰

z㈤((3”)+)=(1一可1)z㈣(3“)，

．27(1+)=舅。：z’(1+)=z：：z(2’(1+)=z：．

(4)

取乙=3”，％一1+寺，既=Cn一1一寺(，2∈
o 0

1

Ⅳ)，户(￡)=T1，可以验证引理1的条件(H1)～
fi

(H3)满足，∑三la。一1 l=∑=击收敛，

∑兰h一1 I一∑=专收敛，H川n(1+可1)>
r+∞ r+oo

1，对于口>0，有I p(s)ds—I t-寺出=+∞，从

而定理1的条件满足，由定理1知道此脉冲微分方

程(4)的任意有界解或者振动或者定号趋于零．同

理，可以验证，此脉冲微分方程(4)的条件满足定理

2，所以由定理2也知道此脉冲微分方程的任意有界

解或者振动或者定号趋于零．

注 文献[1]的定理1不能判别此脉冲微分方

程的任意有界解或者振动或者定号趋于零的，因为

还需要条件：a。≤1，以一1，2，⋯．

例2 考虑三阶脉冲微分方程：

z(3’(f)+lx(f)一0，￡≥如=3，

t≠n+3，刀一2，3，⋯

z((咒+3)+)：(1一与)z(规+3)；z，((，z+
7／。

3)+)一(1一土)z，(胛+3)，

z(2’((咒+3)+)一(1一上)z㈤(，z+3)，

z(3+)=．75n；z7(3+)=z：；z(2’(3+)=z：．

取乙2咒+3，％一1一砉，bn。厶一1一音(，z

=2，3，4，⋯)，户(￡)=寺，可以验证引理1的条件

(H1)～(H3)满足，∑。+一co。I％一1 I=∑n+=。l矛1收

敛。Ⅱ秘一吉)=Ⅱ2。半·Il 2。亨=
竺≯·i1≥i1．又E户(5)出+_f。_1“fqp(s)山+
丽1 Jfq，。如汕+⋯+去r如汕+⋯≥
rip(s)ds+f：户(s)ds+⋯+￡+1户(s)ds+⋯==
-r：二”弛汕=f。lds一+。。，从而由定理2知道此
脉冲微分方程的任意解或者振动或者定号趋于零．

注 文献[1]的定理2不能判别此脉冲微分方

程的任意有界解或者振动或者定号趋于零，因为还

需要条件：∑：Ici一1 I收敛．
从例1和例2可以看出，新的判别准则改进了

文献[-1-1的结果．
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