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摘要：给出MB+一矩阵的概念，讨论其简单性质。应用这些性质来定位矩阵的特征值包含区域，并举例来验证

定位方法的有效性．该定位方法优于一些已知结果．
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Abstract：The defination of MB+一matrix iS given and its properties that are used to localize the

real eigenvalues of a real matrix，and an example is given to verify the effectiveness of this

method．The method iS better than some other known results．
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一个实方阵A=(口i，)矧√≤。，如果其所有主子式

都为正，则A被称为P一矩阵‘¨．文献[2]介绍了包含

B一矩阵的另一个P一矩阵类DB一矩阵，研究DB一矩

阵的一些性质并且定位了一个实矩阵的实特征值．

文献[3]定义P一矩阵的一类子矩阵MB一矩阵，介绍

广义MB一矩阵，研究其性质，并定位一个实矩阵的

实特征值．本文在此基础上定义P一矩阵的另一个子

类MB+一矩阵，研究其性质，并用这些性质来定位

矩阵的特征值包含区域．

1 基本概念及引理

设A=(％)l≤i。j≤。，如果A满足
n — H

∑n址>o，i1∑穗睦>aij V_『≠i，待1，⋯，n，
^=l 。。★=1

(1．1)

则称A为B一矩阵‘引．B一矩阵也是P一矩阵．(1．1)式

这个特征被用来定位一个实矩阵的实特征值．

引理1．1[41设A一(％)坶蔗。是一个实矩阵，

A是A的一个实特征值，那么
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其中

A∈f：=U量， (1．2)
f嚣1

}：一■i—r，一∑l，．，一口雎I，％一r_+
^≠f

∑k一‰I]，
t；6‘

，．产：一max{0，a打l-『≠i)，rF：一min{0，ao I歹≠

i)． (1．3)

设A一(口，，)∈R““．A的对角元满足a从>对，

V是∈{1，2，⋯，，z}，如果对N中所有i≠J，有

(吼一才)(口Ⅳ一寸)>(∑(r，一
I≠』

aik))(∑(r产一ajk))， (1．4)
I≠j

成立，则称A为DB一矩阵．

引理1．2[23 设A=(％)∈R“”，一，rF形如

(1．3)式，Cf：一[口i一一，a，，一rF]，?一1，⋯，，z，J≠

i，定义(不失一般性，设a“<ajj)

Bi,：一B0 U B弓U B0， (1．5)

其中

B0：一{z∈(一∞，aii)：Ia“一寸一z||q，一r产

一zI≤Rf(召+)R，(B+))，B0：={z∈(锄，aij)：Iaii

—r『一x I|a“一时一zf≤R(B一)R，(B+)}，B善：

一{z∈(口打，co)：laf，一r_一z I|％一r7一刮≤

R。(B一)R，(B一))，
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B：一(0ci)U(UB。)． (1．6)

2 P一矩阵子类的推广

f口-，一，-产口tz—r}- ⋯⋯口·m—r}_]

。5’1’：5【a。。!—一，，，a，，：——，．：一．．．．．．a，，。二，，：．j’【。。一r， 。z一对 ⋯⋯ 。。一，．，J

c=∽■， 亿·，

B一一E：：二：!二二： 二二!二二：]，
F一[曩a 汜2，

1，⋯⋯，，l，fJ：2

lfj’％夕u，待一1，⋯。m (2．4·)气 ’z= ，⋯⋯，规， LZ．)

【百，ai)<0

设A一(％)∈R似“，对任意i∈N，有A—B++

B++：：f口11_r+口12——r十⋯⋯口l”-r+1，++一l ； ； l，

【n≈l一，．+ 口n2一r+ ⋯⋯ n删一，．+J

R=[!：¨]， 泡5，

B一一=[：：二：：三!二二二 二二!二二二二]，B一一2【日。。二r一 口。：——r一
⋯⋯ 口。，二r—J’

，=K¨]’ 汜6，

(2．8)

f，．+，aii>0
l"i：=< ，i=1，⋯，n，f l=
lr一，a“<0

ff十，ad>0
< ，i一1，⋯，n． (2．9)
【C一，aif<0

易知B++所有非对角元都是非正的，B一的所

有非对角元都是非负的．由，．+，，．一，f+，f一和，．，f的定

义我们可以推知r+一f+，r一=c一，则r=c．

定义2．1 设A=(口i，)E牙“，B++，R形如

(2．5)式和(2．7)式．如果B++是一个M一矩阵，则称

A为MB+一矩阵．

定理2．1 如果B++是一个n×挖非奇异的肘一

矩阵，R是一个非负的，2×咒矩阵，rank(R)=1，那

么A=B+++R是一个P一矩阵．

证明 因为非奇异M一矩阵的主子矩阵是非奇

异M一矩阵．再由文献[2]中的定理2．2和推论2．4，

可知定理2．1成立．

引理2．1[53 如果A是个Z一矩阵，那么A是M一

矩阵当且仅当A+“是非奇异的，对任意的e≥0，

并且，是单位矩阵．

引理2．2L63 设A一(口玎)∈R“”是个Z一矩阵，

满足％>0，B—A+A+∈D，则A是M一矩阵．

定理2．2 设A一(口i，)∈R俄“，对Ⅳ中的所有

i≠J，B十十满足条件：(1)锄>r+，i∈N；(2)(％一

，．+)(口力一r+)>(∑(，．+一aik))(∑(，．+一ajk))，则

4是MB+一矩阵．

证明 由(1)和(2)，我们知道矩阵B++是非

奇异的．那么B+十+d和B++有相同的非对角元，

其中￡≥0，则

(口，i—r++￡)(口JJ一，．++e)>(％一r+)(％一

r+)>(∑(r+一ark))(∑(，．十一ajk))，

那么B+++盯也是非奇异的．由引理2．1，B++是

M一矩阵，则A是MB十一矩阵．

定理2．3 设A一(口订)∈R“”，如果B++满足

(1)口。>r+，i∈Ⅳ；(2)口i—t-+>告(∑(r+一aik)+

∑(，．+一aki))，则A是MB+一矩阵．

3 定位实矩阵实特征值的包含区域

设A=(吼)∈R““，若A满足

la。I la打I>(∑la擅I)(∑k I)，i，歹E N，

一，

0

O><

¨”

¨¨

口

口

，

，一一nr●●r、●L

一一
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则A称为严格双对角占优矩阵(称为DD矩阵)；若

AT为严格双对角占优矩阵，则满足

lai la，，I>(∑la茸I)(∑la巧I))． (3．2)
k≠i I辛k

定义3．1 设A=(口。)∈R“”，若A满足

la。。l
2 la。∥>(∑la往1)(∑la缸I)·

(∑la止I(∑‰1))，
k≠1|辛k

则称A为一DD矩阵．

(3．3)

定义3．2 如果一个实矩阵具有DA这种形

式，我们把这个矩阵叫做广义MB+一矩阵，其中D

是一个对角元属于{1，一1}的对角矩阵，A是一个

MB+一矩阵．如果A是丽矩阵，则称A为广义丽
矩阵．

定理3．1 设r形如(2．9)式且A一(％)∈

殿“，具有非零的对角元，则A是广义丽矩阵的充
要条件为}a。l>Ir I(对任意i≠歹，i=1，⋯．以)，且

1)la。一厂I>(∑Ir一吼I))；2)lai—rl la，，一rl
，≠，

>(∑}，．一口雎I)(∑I，．一口p I)；3)I％一rI
2

la，，一
l≠^ ★≠，

，．1 2>(∑Ir一口膳I)(∑Ir一％I)(∑Ir—
t≠k k≠t k≠i

口p l(∑I r一口。，I))．

证明 设D是一个对角元属于{1，一1)的对

角矩阵，，．+，r-形如(2．7)式．当a。>0时，DA的第

i行形如(口订，⋯，a而)；当a。<0时，DA的第i行形如

(一a订，⋯，一ain)；如果口。，>0，则Ia。I>lrl成立当

且仅当a。>，．+；如果a。<0，则Ia，一>⋯成立当且

仅当a。<，．一．那么，DA是历万矩阵当且仅当下列条

件成立．

如果口“>0，ajj>0，那么

(口。一，-+)2(口打一r+)2>(∑(，．+一
f≠k

口擅))(∑(r+一口一))(∑(，-+一akr))(∑(r+一
j≠^ ★≠』 ^≠，

％))．

如果a“<0，a，J<0，那么

(一aii一(一，．一))2(一a力一(～r一))2>

(∑(一r一一(一aik)))(∑(一r一一(一
i≠I J≠^

ajk)))(∑(一r一一(一ak／)))(∑(一r一一(一
I≠l ^≠，

％)))．

如果ai>0，a，，<0，那么

(以一r+)2(一口。一(一，-一))2>(∑(r+一

口擅))(∑(一7"--一(一a)k)))(∑(，．+一钆))(∑(一
J≠^ ^≠I I≠，

r一一(一aki)))．

如果a“<0，aⅣ>0，那么

(一日。一(一，．一))2(口，』一广)2>(∑(一r一一
i-7￡k

(一alk)))(∑(r+一aI。))(∑(一r一一(一
J≠I I≠i

瓯)))(∑(r+一口幻))．
^≠，

所有的形式都满足定理3．1相应的形式，所以定理

3．1成立．

定理3．2 设r形如(2．9)式且A=(口i，)∈

P“，对角元非零，对任意i≠J，i一1，⋯，行．有

la。一r la，，一rI>了1((∑Ir一口擅I)+。

i≠^

(∑lr一口甜1))((∑l，．一口止I)+(∑I，．一口t，J))，
k≠t i≠k k≠|

(3．4)

同时la。J>l，．I，那么A是广义MB+一矩阵并且非

奇异．

定理3．3设A一(日，i)∈R“”是一个实矩阵，

，．+，，．一形女口(2．7)式，

Cj：一kfi—r+，口if—r一]，i≠歹，i一1，⋯，蝗．

(3．5)

那么A的所有实特征值属于(假定a“≤ajj)

f：一(UCi)U(U茧，)，其中b：一如U嚣U繇，
l=J ，≠3

(3．6)

其中，

乳：一{z∈(一o。，a11)：Ia“一，．+一zI
2

la“一

r+一zI 2≤尺i(B++)R，(B++)Ci(B++)Cf(B++))，

氍：一{z∈(锄，口J』)：Ia“一，．一一z
2

I嘞一r+一

zI 2≤Ri(B一一)Rj(B十+)C，(B一一)e(B++)}，

酩：一{z∈(口“，oo)：laf，一r一一z
2

I％一r一一

zf 2≤R，(B一一)R，(B一一)C，(B一一)Cj(B一一))．

证明 设A是A的一个实特征值，实矩阵A一

盯和A有相同的非对角元．假设A告f，则A告(UCi)
f；1

月

和A告(Uh)．如果A蠢(UCj)，则对任意i一1，⋯，

，2有Iai—AI>，．；如果A告(U岛)，则由定理3．1有

A一盯是广义历矩阵，因为广义硒矩阵非奇异，
所以A—U非奇异．

注 定理3．3是对文献E73中的盖尔圆定理，

文献E83中的Cassini卵形域以及文献[2]中的定理

3．3关于实特征值包含域的一个补充．
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ID,叫(1一帮)≥善Ⅲ洲1
lD，n C^
lC，}

“

若存在1≤z≤，．，或1≤J≤n使得上述不等

式的严格不等号成立，则

奎奎∑ID,n C,I(1一掣)．
1—1 J‘1 f∈丁．

。⋯

这样E(D}B)>E(DlA)，与B是S的相对信息熵协

调集矛盾．

定理2给出相对信息熵协调集判定定理，由此

不难得到计算S的相对信息熵约简的方法．

定理3 设S=(U，A／D)是决策表，B篮A．若

B是S的分布协调集，那么B也是S的相对信息熵协

调集．

证明 V z∈U，记J枷={b]。：Ey]一∈

k]B)，则。I。．。是k]B的划分．由于B是S的分布协

调集，故V 1≤的，V Ey]^弘Ⅲ肾=紫l-y] 一科，于是占I
—
J[z]B
川疋IDfn[吐⋯一料)=

∑In n[y]^I(1一
[，L∈d；．8 糌I )一

■]e
7一

罨ID,Lv]I 吣川(1一嵴)．^∈·j．口
L，J^l

由定理2知B是S的相对信息熵协调集．
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例3．1 考虑

A==：

1 1

1。。—2—‘’—2—

O 1 1

O 1 —1

矩阵A的特征值为～／i，1，／虿．估计区间的结

果如表1所示．

表1估计区间结果

定理 特征值包含区域

盖尔圆定理[7]

Cassini卵形域‘8]

引理1．114]

引理1．2[2]

定理3．3

[一2，2]

卜汀，2]
[一3，2]

J。一
[一1一~／2．23
[一2，一1]．1。[1。1．5564]

由表1结果容易看出定理3．3的结果优于其他

的定理． 、
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