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摘要：给出与Sidon序列有关的一个组合数学问题的求解算法，并根据该算法得出该组合问题在E4，16-1内的

准确值．
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Abstract：This paper studies the solution algorithm for a difficult combinatorial problem related to

Sidon sequence．According to the solution algorithm，the accurate value of this problem in E4，
1 63 is obtained．
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在组合数学中，有一类问题具有这样的特点：证

明了某种函数的存在性之后，要确定这函数的准确

值非常困难，例如经典Ramsey数问题L1]．本文初探

一个与Sidon序列有关的组合数学问题．

1一个组合数学问题

1992年，葛军[2]提出问题：一堆书放入咒个抽

屉(允许有空抽屉)，为了使任意两个抽屉里书的数

目之差不同，问至少要有多少本书．1993年，杨之[3]

在综述性著作《问题或猜想》中把这道题列为第168

题，并且简称whcl68．以下记whcl68的解答为

g(，z)．

实际上，要研究这个问题，首先必须证明g(行)

的存在性．由于这并非不证自明的，因此我们补充证

明如下：

当咒一1时，由1个空抽屉即得g(1)≤0．显然，

g(1)=0．

当以一2时，两个抽屉分别放置0，1本书，即得

g(2)≤1，显然g(2)=1．
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当n=3时，3个抽屉分别放置0，1，3本书，即

得g(3)≤4．易知对于异于0，1，3的并且符合要求

的其他放置方法都有g(3)≥4，故有g(3)一4．

当n≥4时，考虑一个简单的放置方法：咒个抽

屉分别放置2，22，23，⋯，2“本书．我们断言，任意两

个抽屉里书的数目之差不同．假设这个断言不真，则

有4个抽屉里书的数目之差相同，即24—26=2‘一

2。，其中a>f>b>d≥1，则有2—4—26_4=2’。

一1，导致偶数等于奇数，矛盾．

上述放置方法由于未曾考虑“允许空抽屉”，因

此肯定不是最好的方法，故有上界：

g(心)≤2+22+23+⋯+2“一2计1—2．

考虑到优于上述结论的放置方法只有有限个，

这些方法所需要的书的数目只需要取总和不大于

2科1—2的有限个数值，其总和的最小值就是g(以)．

这就证明whcl68的解答是存在的．

虽然函数g(咒)的存在性不难证明，但对于给定

的孢≥4，要确定g(咒)的准确值就非常困难．近10

年来，学术界尚未见有文献报道过这个问题的研究

进展．

实际上，whcl68与组合数学中著名的Sidon序

列问题有关．所谓Sidon序列[4~5]，是指具有性质：a。

<a：<⋯⋯，其中任意两项的和aj+a，(i≤歹)各不
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相同的一列整数．1932年，Simon Sidon[4]在研究傅

里叶级数时，提出了该问题．此问题也引起了Erd6s

的关注．此后数lo年来，学术界关于这个问题的研

究进展非常缓慢．近年来由于计算机科学的快速发

展，Sidon序列问题又重新引起学术界的兴趣，动态

综述文献Es]收录了有关成果．但这些成果主要是研

究对于给定的正整数n，寻找Sidon序列a。<a：<

⋯⋯<a。，使a。一a。达到最小值．

注意到，由a+b—f+d即得日一d—f—b，

因此，whcl68实际上是要寻找在所有砚元Sidon序

列中，使a。+a。+⋯+a。达到最小值的那些序列，

从而确定函数g(卵)的准确值．虽然whcl68与Sidon

问题稍有不同，但两者都以Sidon序列为基础，并且

都具有深刻的组合数学背景，因此它们都是极其困

难的问题．

2求解g(刀)的一种算法

显然，g(咒)问题必须考虑允许有空抽屉．设n

个抽屉分别放置口。，a。，⋯，瓯本书，其中a。=0<a。

<⋯<a。．如果任意两个抽屉里书的数目之差不

同，我们就称a。，a：，⋯，a。是好数列，实际上它与

Sidon序列有关．

算法1

步骤1：给定n≥4，al一0，a2=1，i=2，k一1，

M=2什1—2．

步骤2：令af+l—ai+k，如果：a1，a2，⋯，以i不是

好数列，令k=志+1，转到步骤2．

步骤3：如果S=a。+a：+⋯+a，≥M，转到

步骤6．

步骤4：令i—i+1．如果i<Yl，令k一1，转到

步骤2．

步骤5：如果S<M，令M—S，打印M与数列

al’a2'⋯’a^．

步骤6：令i=i～1，如果i≥2，令a，一a，+1，

k—l，转到步骤2．

步骤7：令g(咒)=M，运算结束．

在算法1中，由步骤1赋予初始数值，由步骤2

～步骤6并根据字典排列法依次生成好数列．在步

骤5中满足条件S<M的好数列称为优秀数列，其

中最后打印出来的优秀数列称为最佳数列．

例1 给定以一4，则由步骤5打印第1个优秀

数列是0，1，3，7．以后再也没有优秀数列，故有g(4)

一11．

实际上，由好数列0，1，4，6也可以实现g(4)一

11，但这个好数列排序在0，1，3，7之后，此时已有M

一11，因而后者未能在步骤5中满足条件5<M，失

去了成为优秀数列的机会．由此可见，实现g(n)的

最佳数列并非唯一．

例2 给定n一5，则由步骤5打印第1个优秀

数列是0，1，3，7，12．以后再也没有优秀数列，故有

g(5)一23．

例3 给定，z一6，则由步骤5打印第1个优秀

数列是0，1，3，7，12，20，此时S=43．第2个优秀数

列是0，l，3，8，12，18。此时S一42．以后再也没有优

秀数列，故有g(6)=42．

3主要结果

定理1 g(4)=11，g(5)一23，g(6)=42，

g(7)一73，g(8)=113，g(9)一171，g(10)=245，

g(11)一335，g(12)一440，g(13)一582，g(14)=

753，g(15)一947，g(16)一1180．

根据算法1，g(以)的计算所得结果如表1所示．

表1 4≤n≤16时窖(厅)的准确值及最佳数列

n g(”) 最佳数列

4 11 0。1。3。7

5 23 0，1，3，7．12

6 42 0，1，3。8，12．18

7 73 0，l，3，7，12，20。30

8 113 0，l，3，8，1 4，18。30。39

9 171 0．1。3，8，14，18，30，39，58

10 245 0。1．3，11，15，20，36，43，49，67

11 335 0，1。3．10。16，2l，35，43，47。71。88

12 440 0，1，4，6，18。26．33，42，6l，72，82．95

13 582 0，2，8，9。13。29。32．47，57，69，83，100。133

14 753 0，2，5，6，17．25，35．49，7l，80，87，1 08，1 21，147

15 947 0。1，3，7，17，25，36，48，63，76，97，102，134，154，184

16 1180 0，1，3。8，12，28，38，51。57．72，104，118，135。159，

177。217

由表1即可以得到定理1．我们在CPU为

AMD3600+的电脑上完成表1运算所需要的时间

约为20h．
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