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摘要：农一维、二维及三维坐标中合成多个同频率、不同频率简谐振动，并基于MATLAB软件绘出不同频率

麓谴摄凑合残戆波彩及鞔迹．缝果显示，多令一缝羁羧率簿谐振淤霹合残为一个同频率憋簿谐振动；摊个一维

同振幅、同相位频率相差不大简谐振动的合成结果悬形成(”一1)个拍；多个二维同频率倚谐振动的合振动是

两个相互垂直同频率简谐振渤的叠加，合振动的轨迹为椭圆；多个三维同频洙简谐振动的合振动是3个相互

垂壹溺频率楚谐振动豹叠搬，会振动的孰迹为撩强。多个一维频率圪必有理数篱谐振动鹩合振动具裔嬲期性，

丽多个～维频率眈为无理数篱谐振动的合振动羽元瀚期性；多个二维、三维频率比为有瑗数简谐振凑合成静

轨迹悬稳定的闭合曲线，而多个二维、三维频率比为无理数简谐振动合成的轨迹则是复杂的非闭合曲线．
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Abstract：This paper analyzes the synthesis of multiple simple harmonic vibration with same or

different frequency in one—dimensional，2一d，3-d coordinate。Based on Matlab，descriptions on

wave from and lOCUS of the synthesis with different frequency are made．The results showed that

the multiple simple harmonic vibrations with same frequency in 1一d can be synthesized as one

vibration．N—vibrations of simple harmonic with same amplitude。same phase and little frequency

differenee can be synthesized as(n一1)beats。The synthesis of multiple simple harmonic

vibrations in 2一d or 3一d with same frequency iS superposition．which iS two or three vibrations of

mutually perpendicular。and their synthesis lOCUS iS an ellipse．When the frequency ratio iS a

rational number，the synthesis of multiple simple harmonic vibrations in 1-d iS periodicity，which

on the contrary iS not periodicity．Under the same conditions。the synthesis locus of multiple

simple harmonic vibrations in 2一d，3一d iS a closed curve，which on the contrary iS a non—closed

CUrve．

Key words：simple harmonic vibration，synthesis，MATLAB，wave form，locus

简谐振动的合成既是力学的主要内容也是光波

叠加的理论基础。由予多个麓港振动合成的结果比

较复杂，因而，不少文献都只讨论两个简谐振动在

一、二维坐标中的合成情况[1’2]．与两个简谐振动的

合成摆毖，多个筒谐振动的合成比较复杂，但是其更

具有普遍性。本文探讨多个同频率、不同频率简谐振

动猩一、二及三维坐标中的合成，并利用MATLAB
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软件绘比不同频率简谐振动合成的波形及轨迹．

1 多个闫频率篱谐振动的合成

1．1 多个一维间频率简谐振动的合成

设质点在z方向上同时参与n个阍频率筒谐振

动，振动方程为xt=A“cos(wt+镑)，z一1，2，⋯，群．其

中，A“为振幅，叫为角频率，张为初相位，则质点的合

振动为‘33

z一∑孔一A，cos(cot+经)， (1)
f=l

式中，如：[(妻A矗cos够)。+(∑n如sin爨)2]专秘
f糕l ?=l

 



蕴海江：多今麓谐振旗鲍合成 23

怯=arctan(∑A“s融驺／∑A“cos瞻)分别为合振动
#一1 f—l

的振幅及初相位．由(1)式可知，多个一维同频率简

谐振动可合成为一个同频率的简谐振动，其轨迹是

余弦(或正弦)睦线。

1．2 多个二维同频察简谐振动的合成

设质点在xy=维平面内同时参与n个同频率

筒谐振动，振魂方程隽；，一A；cos(。Jt◆秘)≥；。一

A“cos(cot+翰)i+A“cos(出t+翰)J，Z一1，2，⋯，舯．

其中，；，为振动位移矢量，一it"，。一cos啦i+sin啦j为单

位矢量(啦为≥z与茗轴的夹角)，A“一Azcos啦，Ayt—

A，sinai．依据一维同频率简谐振动合成的结论，质点

憋合振动梵

≠一∑≠，一x。i+y了一A。cos(科+％)彳+
Z黼1

Aycos(wt+毂)J， (2)

(2)式中，A，、结及A，、传分别为z、Y方向上合振动

的振幅及初相位．由(2)式可知，多个二维同频率简

谐振动的合振动是联个裾互垂塞的同频率篱谐振动

的叠加．

(2)式消去参数t得

差÷荛一2最eos(转一铭)一
sin2(仍一毂)， (3)

融(3)式可知，合振动的软迹为椭圆．

1+3 多个三维同频率筒谐振动的合成

设质点在xyz三维坐标系内同时参与n个同频

搴筒谐振动，振动方程为；；一A；cos(wt+爨)≥，。一

A。fcos(￡ot+翰)i+AytcOs(cot+翰)J+A“cosOot+

翰)屉，l=l，2，⋯，n．其中，≠fo—COS口Ii+co印,j+

cos71k(敏、岛、长分熟势不与z、歹及2轴的夹焦)，Axz

—Azcosq，A“=A，cos屉，A硝=A，cos以．同理，依据一

维同频率筒谐振动合成的结论，质点的合振动为

r一搿i÷YJ+2焘一A。cos(cot÷敛)i+

Aycos(o【Jt+仍)J+A。cos(cot+能)愚， (4)

式中，A。、彼隽g方向上合振动的振嚷及耪摆位。电

(4)式可知，多个三维同频率简谐振动的合振动是3

个相互垂谶的同频率简谐振动的叠加．

(4)式消去参数t得[43
z2

l∥2 z2 xycos(％一结)

A：‘A：1 A： A。A，竖掣一型掣一事锨n2露一A，奠。 众：A。 2
P‘ q’

毂)+sin2(体一传)+sin2(亿一经)]， (5)

由(5)式可知，含振动的轨迹也是椭圆。

2 多个不同频率简谐振动的合成

2．1 多个一维不同频攀简谐振动的合成

一般情况下，多个不阕频率筒谐振动的合振动

不再是简谐振动，而是复杂的运动．

为简单越见，首先讨论两个阔振幅、同相位不

霞羧率筒谐振动的合成．设质点在z幸瘗方向上同时

参与两个振动方程分别为z。一Acos(co，t+劝及z。

一Acos(mzt+◇的振动，则质点的合振动为c5]

z—z1+茹2一A(f)COS(竺之}丝￡+谚， (6)
厶

式中，A(￡)一2ACOS(竺≤兰￡)。由(6)式可知，合振
动为振幅作周期变化的高频振动．若两个简谐振动

的频率相差不大，即叫l十∞。>>cc．2一％(设叫。>

∞，)，则合振动是一个振螓隧对阀佟震麓牲缓慢变诧

的高频振动，这种现象称为拍．

其次，讨论3个同振幅、同相位不同频率简谐振

动静合成情况．设凑点在z毒垂方商上园时参与振动

方程分别为z】一Acos(folt+秽、茗2一Acos(％t+力

及z3一Acos(w3t+痧的振动，此时，质点的合振动

力嘲

z=zl+而+z3∞

Acos(竺{半￡)cos(竺{≯}+痧+
厶 玉

Acos(塑{}堕t)cos(竺{}丝￡+秽+
厶 厶

Acos(整{半￡)eos(半￡÷妙． (7)

由(7)式可知，若3个简谐振动的振动频率相

差不大(设％>％>峨)，则合振动为3个拍的叠

糯，这3个孝鑫楚3令篱谐振动中两两合成酶结果．此

时，两两合成的拍幅度是单独两个简谐振动合成的

拍幅度的一半．若是n个此类简谐振动的合成，则鼹

嚣合成的接壤度是单独掰个筒谐振动合成的糖幅度

的1／(行一1)．

设有5个振幅、相位及频率都不相同的简谐振

动，振动方程分别为。。一2．5cos(307ct+÷)、z2一
J

0．6cos(2，rt一罢)函一1．2cos(10靠t+要)幽一
U 厶

1．5cos(50丌t一导)及z5—0．3cos(207ct+；)．利用
， J

MATI。AB可绘出它们合成的波形，如图l(a)所示．

设勇有5个阕振幅、嗣褶位、羧率裙差不大懿简

谐振动，它们的振动方程为z。=cos(30丌t)、锄一
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COS(3lm)、z3一COS(32nt)、X4一COS(33研)殿z5一

cos(34nt)。同理，利用MATLAB可绘出它们合成的

波形，如图1(b>掰示．

由图1(a)可知，一般情况下，多个一维不同频

率筒谐振动的合成是复杂的振动．利用MATLAB

进一步研究可知，多个一维频率院为有理数简谐振

动的合振动虽然复杂但具有周期性(参见图1(a))，

丽多个一维频率比为无理数简谐振动的合振动则既

复杂又无周期性．由图1(b)可知，多个一维同振嚷、

同相位频率相差不大简谐振动的合成，其结果形成

多个大小不一的拍。进一步研究霹知，挖个一维同振

幅、同相位频率相差不太简谐振动的合振动楚这些

简谐振动两两合成的幅度减小的拍的叠加，其结果

形成斑一1个大小不一的搪——多李鑫现象。其中，主

拍的拍幅很大(为单个简谐振动振幅的起倍)，而次

拍的拍幅则比较小．

0

圈1 5个一维不同频率简谐振动台成的波形

<a)振稷、禊位及菝率都不籀司；(b)鬻振楱、嚣耀霞、不

同频率

2．2 多个二维不同频率简谐振动的合成

设质点在xy平蟊内圊时参与篾个不霹羰率的

简谐振动，振动方程为≠，一A，cos(wtt+翰)≠。一

A“cos(￡ott+锉)i+Ajcos(wzt+够)J，Z一1，2，⋯，挖．

刚藤点的合振动为

≯一 ∑r，一 ∑A“cos(wzt+张)彳+

∑A“COs(outt+翰)了，
1—1

(8)

由(8)式可知，一般情况下，多个二维不同频率筒谐

振动的合成蔻复杂的运动．

设质点同时参与两个越相垂直不同频率的简

谐振动，其振动方程为

』茗=A≯os&l雠+蟊)， (9)
【y—Aycos(n2wt+仍)．

(9)式消去变量t得口]

c。s叫(毫)一孢n22，coS(麦)一略一署红． (10)

由(10)式可知，一般情形下，两个相互垂鳆不

同频率篱谐振动的合成绩暴毙较复杂，其孰迹也不

稳定，但是当它们的频率比为有理数时，合振动的轨

迹能形成稳定的利萨如图形[81．

设有嚣个振动方程力z—l。5cos(10n，fit+要>

及Y=2COS(10n2谢+÷)的简谐振动．若挖l；1及

n：一√3，受|l穰耀MATLAB绘出的它们合成的辘

迹(f=0～0．5sit越大，轨迹越复杂)如图2(a)所

示；若nl=2，，z2—3，则它们合成的轨迹(￡>0。2s

后，曲线闭合鞔迹茏变化)如图2(b)所示．

图2两个互摆懑直不同频率筒谐振动余成的轨迹

(a)频率磁为无理数；(b>频率毙斑露理数

由网2可知，当两个相甄垂直简谐振动的频率

纥为无理数时，其合振动的轨迹不能形成闭合的图

形，丽警它们的频率眈为有瑗数时，合掇动的轨迹能

形成稳定的利萨如图形．

2。3多个三维不阔频率篱谐振动的会成

设质点在xyz三维坐标系内同时参与雏个不同

频率的简谐振动，振动方程为≠，=A，cos(mtt+翰)≯。

一A“∞s(敛≠+璐)i+Aylcos(oJtt÷强)歹÷A矗cos(tort

+翰)最，Z一1，2，⋯，挖．则质点的合振动为

≥一∑元=∑A“cos(啦t+镪)了+

6

4

2

O

o

4

击

善
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奎岛cos(蟛÷钤)≥+奎建矗eos(镪￡+镣)轰<li) 豹}嚣含馥线·

!亡i i=i

由(11)式可翔，一般情况下，多个兰维不同频率简 3 结论

谐掀动的合成是史复尕嗣运动．

设有5个振动方程分别隽蠢一cos(10n；稚+

詈)(∞s(号)≥+cos(-靠ff—I+eos(嚣)蔷)、≠z—
r 1。2cos(10魂埘+墨)(∞s(詈)；+cos(詈)≥÷

cos‘秀77f，意)、≯s—o．6cos(10嚣s戤+詈)(cos(号)；+

c潞(詈)歹÷鼢(等≥篙)、；；一1．5e。s(10冁龆～
詈)(c。s(号)7+c。s(号)了+c。s(詈)乏)及≯s一

。。8￡。s(10酶辩+詈)<cos(詈)j+e∞(詈)≥+

c。s(暑)茗)的简谐振动．若雄，一1、嘞一／可、张s一
／可、n。一／了及鹣一／西，茭lj剩掰MATLAB绘

出的它们合成的轨迹(￡一0～0。535s；￡越大，轨述

越复杂)鳐鬻3(基)掰示；若嫒一l、撵2=3、；rt3=5、魄

=7及摊5—11，煲{j它们合成筋孰迹0>0．2s后，曲

线闭合轨{亦觅蛮化)堋阁3(b)所示．

2 O

1．5

{。0

z 0 5

0

．O．5

．1，O

1．5

1．0

0．5

O

．O．5

．1．0

网3嚣个三维不弼频率简谐振动会成的轨迹

如)频率跑秀纛壤数；(b)频率逆为骞瑾数

巍图3霹知，当多个三维篱谐搬动的簇搴毙蠹

无理数时，其合成的轨迹不能形成闭合的曲线；而当

它们的频率比为有理数时，合成的轨迹能形成稳定

多个一维同频率筒谐搬动可合成为一个同频率

翦筒谴搬动；鼯个一维藏缀嚷、同藕使频率榻差不大

简谐振动晌合成结果凳形成(辩一1)个搦；多个二维

同频率筒谐振动的合振动是鼹个相互羹赢同频率簿

谐振动静叠加，合振动的轨迹是椭圆；多个三维翮频

率简谐搬动的合掇动是3个裙互垂直同频率篱谐振

动静叠鸯羹，含振秘麴鞔迹瞧鸯耩蓠．

多个一维颓率沈势宥瑗数篱谐振动的合振动其

有周期性，而多个一维频率比为无理数简谐振动的

合振动则笼周期性；多个二、三维频率院为有理数簿

谐振动合成魏鞔述是稳定瓣趣合蔻线，两多个=、三

维频率跑为无理数筒谐振动合成的轨迹贝|j是复杂的

非闭合曲线。

利溺MATLAB可以方便地绘出多个简谐振动

合成憋波形及软迹，结果盎波两易予理解。
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