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摘鬟；缭逡不完全娥憾遵配的定义，劳撼蹬在如权完垒鸺豳中求2边最傀题配躺算法，最璐攀例说明冀应用．
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Abstract：This paper offers the definition of incomplete optimal matching，in addition，we

proposed the algorithm of 2-edge optimal matching and illustrates its applications。
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图的疑配和最优繇既闻题，怒应用数攀中一个

非常值得深入探讨的问题，其中图的最优腿配算法

已纛Kuhn翔Munkres撼出，但楚此算法却不能用

予求恿的零完全最德残酝，并虽关于图谂黪各静专

著审也没肖摄及不完全辙优匹醚的算法艮川】．作为

最傀匹配的熏要扩展，不宠全最傀匹配谯某些领域

有着非常黧要的实际赢粥疆】．本文对图的不完全最

优隧配算法闷题进行探讨，提出在加权完全偶图中

求2逮最傀匿琵翡算法．

1不完垒最优匹配的定义

定义l[’-s3 若篱单茏趣鬟G一《矿，嚣>麓顶点

集谣羧划分洚嚣个子集y；程％，使G孛的每一条

边群的一个端点在y．巾，另一个端点在y：中，则称

G为偶图，记为G一<yl，V2，昱>．若馁隧8中，y，的

每一个顶点都与矿：的每～个顶点邻接，则称G为

完全偶圈。

设藤投完全德图G一《E，V。，E>，其孛Vt一

{zl，z2，⋯，搿。}，V2={Y1，Y2，⋯，∥。}，m≥舡．e∈E，

如(g)表示边e的权，令G，c G，则w(G7)=

羲壤基麓：2008—03—31

侉瓣麓介：受义投(1968一)，爨，戳教授，主鼹默事数攀建模及微分方

程定性理论错究。

*箱瑙雀教帮零摹串疆基金壤瓣(2006C057)炎璐。

>；甜o>裘承子匿G’的避投之耩．
td五舀·)‘

定义2 称偶图G中～个只含有P条边的匹配

掰力G熬P逸最德匹配，羲对{壬蔼其它只禽有P条

逸懿医嚣掰’，都赛w(M7>≤协(掰)．若P<n，囊称

M为◇的不宪全最优匹配，若P一挖，剃膨就简称为

G懿最饶匿聚。

2加权完全偶图中求2边最优匹配的算法

2。I豢大投边和次夹板边

不难看出，求图G的l边最优匹配问题是一个

平凡问题，只须令图G中权值最大的边为M中的唯

一元素静霹。憋≯≥2露，瓣题将变得菱热复杂．

设a，b《蠢(G)，若窜e∈霆(G)，有榭◇)≤

协(口)，则称礴为G中权最大的边；若V e∈E～{a}o

为G审权最大懿邈)，有搿<#)≤础(6)，稼b为G孛校

次大的边．照然，G中权最大的边不～定惟一，当G

孛权最大鹣边不惟一霹，番掷(垂)一印殛)，否剐骞

锗(6)<访(拉)+当我蠢说逡e不是权簸大的边，是指

伽(P)<硼(稼)(即使权最大的边不惟一)；说边e既不

是权最大的边也不是权次大的边，是指训(口)<

铆(蚕)≤留殛)。

定理1设有搬权完全镁鬻G，艇鸯G的P透

最优贩配，那么M一定包禽G中权最大的边或其

邻边．
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涟骥 设G审投最大懿逡势a(a霹戆不憔

--)，籁设黧溉不包禽逸疽也不毽含a戆邻邃，我识

可禚M中任取一条边e，显然叫(程)<硼(球)，令M’

=(肘一{e})U{a)，不难知道M7也是图G的含P

条边的医配，懿是谢(M’)>镏(膨)，这与嚣是G瓣

P边最优匹配矛盾，从蔼定理l褥证．

易知，对于最优赋瓤，定理1仍然成立．我们重

点讨论痧=2的情形。

寇理2 若加权宪全偶图G的一个含两条边的

区嚣嬲，它鹾不包含G窜毅最大鳃逮瞧不惫禽G枣

权次丈黪逮，斓掰一定不是圈G黪2边最傀匹配．

证明 设图G中权最大的边为a，权次太的边

为b，隧配M一{f，d}，出题意，可设w(硝)≤铘(f)<

锗(鑫)≤靶殛>。若掰是躜G豹2边最傥匹配，剃程与

b必相邻，否剡，由边a与b组成的隧配必是阐G的2

边最优艇配，不仅a与b糨邻，丽且a和b也都必分男《

与f榴邻，否剃，设a与f不楣邻，刚边a与c组成的

匹配其权值之翔毖拟的极大，这与嬲为2边最优蹉

配矛鹱．露瑾，辖褒b也帮磐分剃与蠢摇郐．藏对，选

a、b、f、d必有一个公共顼点，双弼C与d福邻，这与

M是腿配矛盾．定理2得证．

巍定理2易得如下推论。

推论薹 龆权完全髑图G夔2边疆饶嚣配必定

包禽图G中权最大的边溅权次大的边．

圈l的例子可以说明图加权寰垒G酶2逸最优

匹配不一定包含图G巾权最大的边．图1的2边最优

匹配鸯{(。l，Y2)(z2，Y，)}，露没有包禽权最大熬边。

y、 ，1 y'

添1一个糖投完全馁罄G

2。2袋2逸蓑优莲既豹羹法

根据前面的讨论，我们给出一个在加权完全偶

图中求2边最优匹配的算法，并证明簸正确性．

设搬投完全偶豳G=<E，V。，嚣>，其毋V：一

{茗l，搿2，⋯，毛》，V2一{Y1，Y2，⋯，蛳}，3≤嚣≤拖

在给出算法之前，我们将边集露分为若干边子

集E；，磊'¨·，&，满足：(1)鬈≠零，i一王，2，⋯，蠢；(2)
l

U西一E；(3)置N E，一◇，i≠J时；(4)V e1，e2毫置，
l—l

有w(e1)一w(e2)，i=1，2，⋯，k；(5)V e∈置，V e’

∈互十1，有御∥)<锗(￡)，i—l，2，1．·，轰．这里分类的

器懿是将极狸等熬逮分趁一个逮子集串，并盈蠢，孛

的边权要太于邑中的边权，E。中的边权要大予昱。

孛的边投，激戴类推。

我们先绘出一个子算法，该子算法的目的是求

窭图G’孛包含逸予集嚣’孛的边且边投之程最大豹

2边匿配：

步骤l：令M7一函；

步骤2：肘一0；

多骤3：￥a《g，魁一藏U{瘩}，∥—秽一{拉}，

E7+一嚣’一{a}；

步骤4：在图G7中找出与边a不糨邻且权最大

的逮a7，令掰一嬲U{a’}，藩甜(掰)>w(M’)，剃令

M’十舰l

步骤5；著E’一蛰，粼输壅M7，釜慰转步骤2。

该子篱法溺穷举法辩嚣’串懿掰有德找出一个

边权之和最大的2边匹配，然后再在其巾选出一个

最大的2边匹配，所以该予算法可以实现我们预期

瓣弱戆。

求2边最傀鳆配的算法如下：

步骤1；令M，=④，M2=渤

多骤2：若|点，|>l，刚执行步骤3，否则执行

步骤4；

步骤3：令嚣7一嚣；，秽一G，调黑子算法，令

掰，一掰’，输出掰，，算法终止；

步骤4：令厩’一E，，G7—G，调用予算法，令

燃，一嬲’；令E，一磊，G，一G一最，调用予算法，令

掰。一掰’；蓿w(M；)>w(M：)，囊壹接辕凄掰，，孬黧

输出嬲。．

由求2边最傀莲配的弊法的过程愆，警|蜀|>

l时，图G的权最大边和权次大边都在嚣，巾，所以由

推论1翔得蘩鲶嚣配膨；就蹩2透最优嚣配；姿l最|

>1霹，M，是图S孛篷含极最大边(蠢E，皆)显投篷

之和最大的匹配，而M：魁豳G—E。中包含权次大

边(在E。中)且权使之和最大的匹配．Elj推论1，网G

的2边最优腰配只可能是擞，或掰。．由此，算法懿正

确毪褥弱诞明．
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理3成立． 网图F(1，，1)的边友好标号．当雅嵩0(mod2)时，一

定理4 当挖三0(rood2)对，一酚网图F(1，咒) 酚网豳F(1，疆)是边友好图．

是边友婷蘸·
参考黛黻：

证明 给出F(1，以)的边标号；f(uil秽。i)=

，(麓l嚣li—1)一1,i一1,2，⋯，要一1，f(u,zv|i≥=

f(u托“li—1)一o，i一1，2，⋯，罢～1，f(ufl"‘f—1)1)=

f(v《≠一弦i龟)一1，i；要，，≤麓{强；)一f(u趣秽lf)=0，

f一号，f(ul,2vti-1)一f(u1．2vla)一1，i一号+1，
f(u琏蛰l卜i)一，(辑，i移¨)=o，i一要+1，f(ul。2管l，；)

一f(um秽l¨)=1,i一要+2，⋯，托，f(u糟"l』一1)；

f(ull移，H)一O,i；要十2'¨·，魁。容易涯筷|辨。(，)

一m，(．厂)l≤1，I，2。(，)～n，(．厂)I≤1，所以，是一阶
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3应用实捌

例n】霄7个部门要在16名应聘人掇中招聘9

名工作人员，这7个部门与这16名应聘人员之间的

稳置满意度分筐邑魏，每个部门至步据聘一名王俸

人员但是至多招聘两编工作人腻，每个瘕聘人员至

多只能应聘到一个部门工作．问题：使招聘掐到的工

撵人员与部门之闽静褶互满意度分篷之翻最大。

此例中，我们可以根据已知构造一个加权完全

偶圈G，其备边的权缎即是应聘人员和各部门间栩

蕊满意度分煎，善壳我钥使蘑蕊取最饶嚣配鳇方法，

求出该图的最优匹配M，这就为每个部门备招聘到

了一名工佟人员。剩余的两个职位我们可以在图G’

一G一艇中用本文提是黪算法求取2边最拢区配，

为余下的两个职位找剿最合适的两名应聘人员(美

予藏聘人员翔各部门糨互满意度分值豹计算等内容

参见2004年全图大学生数学建模竞赛D题及文献

[莲])。经过主述鼹个多骤，就莓羧保证镤题审酌7个

部门都能招到黛少一名工作人员，同时也保证了剩

余两个职位所招聘的人员和对应部门之间的相互满

意囊分值最荐。
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