
广西科学院学报
Journal of Guangxi Academy of Sciences

2007，23(4)：217～21 9

V01．23，No．4 November 2007

几种特殊图的填充数‘

The Fil l—in Number of Special Graphs

韦 新1，邓天炎1，罗海鹏2，黎贞崇2

WEI Xinl，DENG Tian一：canl，LUO Hai—pen92，LI Zhen—chon92

(1．广西师范学院数学与计算机科学系，广西南宁 530001；2．广西科学院，广西南宁

530007)

(1．Department of Mathematics and Computer Science，Guangxi Teachers Education University，

Nanning，Guangxi，530001，China；2．Guangxi Academy of Sciences，Nanning，Guangxi，530007，

China)

摘要：应用图的最优填充分解定理和局部最优填充定理，得到了书本图B。、方型网图F(m；n)(m一1，2，3)和

蛛网图W(m．Ⅱ)(m一1；n；3)的填充数表达式分别为：F(B，)；研，F(F(1；n))=n，F(F(2；n))兰4n一3，

r3，”一1，
f

F(F(3lH))一<9，n一2，F(W(1，m))=n一3，F(Ⅳ(优，3))一3(m—1)．

【14．≈=3，
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Abstract·By using the decomposition theorem and the local reductive elimination for the fill—in of

graphs，we obtainthefill—in number of Books graph最，Mesh graphF(m；w)(m—l，2，3)and

Cobweb—chartW(m，月)(帆一1，n一3)，F(B。)=优，F(F(1；n))一月，F(F(2ln))一4n一3，
f3，n=1，

F(F(3；n))=<9，n一2，F(Ⅳ(1，n))一n一3，F(W(m，3))一3(m—1)．
， 【14。月一3．
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在求解一个大型线性方程组时，如果运用

Gauss消去法或Cholesky分解算法，那么运算速度

与矩阵的稀疏程度(即非零元的多少)有紧密的关

系．而在消去过程中。有的零元素会变为非零元素，

这称之为填充．为了维持正定对称矩阵的稀疏性以

减少计算量和存储量，就要求确定适当的消去顺序，

使填充的非零元尽可能少，这称为矩阵的填充优化

问题．由于正定对称矩阵的结构与图相对应，所以对

矩阵的填充问题可转化为对图的填充[1“3问题．一

般图的填充同题被证明是NP一完全的“】。也就是说，

对一般图的填充问题目前还没有较好的算法，而对

于一些具有特殊结构的图，例如格子图，可以利用最

小填充的分解定理与约化准则，将图分解为结构相
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对简单的子图，然后冉分别求其最小填充数及最优

标号⋯．

1预备知识

给定一个简单图G=<y，E)，其中I矿l=n，顶

点口∈V的邻集Ⅳ如)={Ⅳ∈VI"≠口，“，口)∈

E)．任一双射，：y一{1，2，⋯，n}称为嘲G的一个顶

点标号．姐=广1(i)(i=1，2，⋯，H)便是图G的一个

顶点顺序．

把一个图的顶点按如下步骤消去．

步骤1：消去顶点”。及其相关联的边．

步骤2；增加边，使其邻集N(v．)中的顶点两两

相邻，这样得到的图记为G，+

步骤3：在G-中按步骤1再消去顶点。z，依此类

推．

其中步骤2使其邻集N(v，)中顶点两两相邻所

增加的边称为填充边．记这些边所组成的集台为

E，(q)．

  



218 广西科学脘学报 第23卷第4期 2007年11月

定义1．1 图G在标号，之下的填充数为

f(G，，)一∑l E，(矾)『．图G的最小填充数为F(G)
151

=min F(G，，)．使得F(G)=F(G，，)的标号称为

最优标号．这时，{E，(口。)}称为图G的一个最优填

充．

引理1．1[11 设s为图G的完全点割集，G—S的

各分支的顶点集为矿。，yz’．“，n(^≥2)，并殴日。=
I

G瞰Ys](i一1，2，⋯，^)，则F(G)一∑F(H。)．，
‘一【

引理1．201设图G的连通度为k，且丁是一个

点割集，ITI=k，若G—T各分支的顶点集为U，％，

⋯，y二(m≥z)，且G[丁]的补图的每一个非平凡分

支为星K。，则F(G)一只F(H，)+IE(7’)I．其中，
r一1

H=G[y。】，了’]+E(丁)(1≤i≤卅)．

引理1．3叫 设G是k一连通图，如o)一^．若

存在z∈Ⅳ(F)。Ⅳo)＼{z)为G的一个团，F(G)一

F(G一口+E。)+lE。l，其中丘一{zy∈E(G)lY

∈Ⅳo)＼{z))．并且若风为G一口+E。的一个最小

填充，那么F。yE。也是G的最小填充．

一些简单的结论：

(i)F(C：)一n一3。(ii)F(Ⅵ，。)一n一3，

(iii)F(P。)一0，(iv)F(K。)=0，(v)F(S。)=0，S。是

具有m+1个顶点的星图，(vi)F(L(C。))一n～3，

f，(e)表示在圈c^的每个顶点上增加r条悬挂边所

组成的图．

2 主要结果

定义2．1 书本图±k是具有m+1个顶点的

星图最与岛的乘积，记为是×B．

定理2．1 F(B。)一m．

证明 取点割集S；{”，”)，S刚好构成B。的

一个完全点割集，运用引理1．1把B。分解m次，得

到m个C。．由F(C。)一n一3，可得F(z乙)一m．

定义2．2蛛网图W(m，n)是指具有同心z。的

m个圈e，将Xo与每个C。上相应点连线，然后在外

层C。的每点再增加一条悬挂边而得到，如图1所示。

定理2．2 F(W(1，”))一n一3．

证明 由引理1．3先消去度为2的n个顶点，

得到的图刚好为～个轮图Ⅳ。．由已知结隆(ii)，

F(W(1，H))一F(W。)一”～3．

定理2．3 F(I矿(m，3))一3(m一1)．

证踢 第1步：先消去≈个度为1的顶点，得到

删1 W(2，4)

的图记为见．

第2步：取第一个c。上的3个顶点作为一个点

割集，显然，这是一个完全点割集，根据引理’1．1，对

／9．进行分解，得到1个K，+C。与1个n一
第3步：接着以第2个到第m一1个c。上的顶

点依次作为点割集，这些都为完全点割集，运用引理

1．1，对色一，逐步进行分解，得到m一1个岛×G．

分解完成后，总共得到m一1个R×C。与1个K，

+c。．经观察并计算，要使P。×ca成为一个弦图，

需添加的最少填充边为3条，再由引理1．1可知

F(W(研，3))一(卅一1)F(尸2×C3)+F(Kl+

(j)一3(m一1)．

定义2．3口] 一阶网陶F(1；n)是”个圈C。顺

次串接所得，其中F(1In)中任意2个串接点均不相

邻，且F(1；n)每个点的度均不超过4．

定义2．4H]n阶方型网图F(mfn)是n个一阶

网图F(1#”)按二类点与一类点对应顺次串接所得

到的图．二阶方型网图如图2所示．

入

⋯弦
o o o‘( >‰-

＼／
Vh

幽2 t(2In)

定理2．4 F(F(1；”))一n．

证明 由引理1．2逐个消去度为z的顶点．由

于每消去一个方型网格的度顶点都得到1条填充

边，而一阶网图是由n个方型网格串接得到的，所以

最后得到n条填充边．

定理2．5 F(F(2；”))=4n一3．

证明 第1步；消去图中所有的度顶点，得到
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2n条填充边。4+2：14．

第2步：继续消去图中的度顶点，得到2条填充
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条边，就能使其成为一个弦图．故F(F(3，3))一8+

(上接第216页)

仿照定理1及定理2可以给出Um。C；的奇优
I。1

美标号和次奇强协调标号．
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