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搞要：设计二种寻找塔图T．优美标号的算法，通过计算机的计算给出这类臣韵优美标号，并证明塔图T．是优

美的．
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Abstractl In this article，an algorism is designed to search for Tower graphs死’s gracefdl

labeling，which is developed by using a computer．Therefore，the L is proved graceful．
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Rosa在1967年引人了卢值作为研究完全图分

解为同构子图的工具，这就是现在称之为优美标

号Ⅲ的雏形．图的优美标号问题已经发展成为组合

数学中的一个热门课题，至目前为止，已经定义了几

十种优美图o]，如毛毛虫、橄榄树、舵轮图、某些连通

图01等，这些标号图作为数学模型在实际生活中被

广泛应用．本文设计一个算法，借助这个算法找到了

塔图的优美标号，并给出其优美性的证明．

1 定义

定义l叫 对于图G(V，E)来说。若存在单射

f：y(G)啼{0，1，2，．．·，lE(G)1)使得映射f。(zy)

=}，o)一，(y)l是从E(G)到{1，2’．．·，IE(G)|)

的双射，则称，为G的顶点的优美标号，这时称G为

优美的．

定义2(” 星形图只是有n个顶点且其中一个

顶点与其余”一1个顶点都邻接，但这n一1个顶点

互不邻接的图．
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定义3Es]完全图K。是有n个顶点且每一对顶

点都邻接的图．

定义4“3若图G，和G。分别有不相交的点集

y，、y：和边集E。，E：，则它们的并G=G，UG。定义

为V；Vl+V2，E=El+E2，

定义5【61若图G。和G分别有不相交的点集

1，。、K和边集E，、岛，则它们的联是由G。U G。和所

有的连接y-和y：的线所组成的图，记为G-+G。．

定义6E72 L被称为塔图，若7二；s，。+(K，

U K2)．
。

由上述定义可知塔图L的顶点数至少为5．孔

如图1所示，L如图z所示．

＆}(墨u丘)

图l塔图兀
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图2塔图T。

2优美标号的算法

对于塔图L，易知ly(L)I=n，IE(L)I=

4”一12．我们设计一个算法，对较小的n用遍历算

法03探索一些特殊的塔图的优美标号方法并寻找

标号规律．算法步骤如下。

步骤1 输入”；

步骤2在0，1，⋯，4n一12中选n个数a。，4：，

⋯'‘k}

步骤3 给出顶点q到毋(i=1，2，⋯，")的一

个对应，

步骤4 计算图中所有边的值，

如果某一条边的值和前面计算的边的值重复，

如果矾到a。还有其他对应，转步骤3，

否则，如果4n一11个数中选n个数还有其他方

案，转步骤2，

否则．结束；

步骤5 找到了一种优美标号方法，输出所有

顶点的标号值，转步骤3到讪到a。的下一个对应，寻

找下一种优美标号方法．

根据这个算法，通过计算机计算．获得一些特

殊图的优美标号方法，对这些标号方法进行认真分

析，从而获得塔图t的优美标号方法．

3 定理及其证明

定理1塔图L都是优美的．

证明 只需给出塔图t的优美标号即可．我

们知道lE(t)l一4n一12，Iy(L)I=n．不妨设

y(L)=扣o，巩’．．·，“一1)，其中"o让∈E(T1)(f=1，

2，⋯，"一1)，口一。q∈E(了1)(i；1’2，⋯，n一4)，

仉一2q∈E(7-)“=1，Z，⋯，n一4)，巩一1口f∈

E(L)(f一1，2'．．·，n一4)，"一3轧一l∈E(?I)．塔图
中的顶点位置如图3所示．下面给出图3中各个顶

点的标号，如下：f(Vo)一4n一12·厂(研)=3n+i一

9(i；1，Z，⋯，n一4)，／(巩一3)=n一3}，(仉一2)一o；

，(“一，)一2(n一3)．边的标号，。定义为f。(q，)=

l，(z)一，(y)I．

例如n=5时，L的标号f(v．)(其中i=0，l，

2，3，4)是8，7，2，0，4(如图l所示)，"一6时，

，(q)(其中i=b，1，2，3；4，5)是+lz，lo，1l，3，0，

6(如图2所示)．

砀《1|心

辽荔
图3塔图1：

下面证明，是G的优美标号，易知，是从V(G)

到{0，1，2，⋯．4n一12)的单射并且

f’(‰口，)=i，其中i=1，2，⋯，n一4f (1)

，。(“一l巩一3)一n一3} (2)

f‘(“一1计)一^+i一3，其中i 1 1，2，⋯，n一

4‘ (3)

，。(口，1F。)一20一3)I (4)

，。(“一魁)=2n+i一6，其中i一1，2，⋯，n一

4： (5)

，‘(口o“一‘十I)=(i+2)(n一3)，其中i=1，2；

(6)

f’(％一2F，)=3n+i一9，其中i；l，2，⋯，n一

4． (7)

由(1)式可知相应边的标号取遍{1，2，⋯，n一

4}中的数，由(2)式可知相应边的标号取值为n一

3，由(3)式可知相应边的标号取遍{n一2，n—l，

⋯，2n一7)中的数，由(4)式可知相应边的标号取

2n一6，由(5)式可知相应边的标号取遍{2n一5，2n

一4，⋯，3n一10}中的数，由(6)式可知相应边的标

号取(3n一9，4n一12}中的数，由(7)式可知相应边

的标号取遍{3n一8，3n一7，．．·，4≈一13)中的数，于

是边标号，‘是从E(L)到集合{1，2'．．·，4n一12)

的双射，从而，是L的顶点的一个优美标号．这样

便证明了塔图t是优美的．

在用上述算法进行计算机探索的过程中，我们

(下转第137页)
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直线，D内的轨线从右上往左下穿过厶}L3一，一0

为轨线；厶一z一0为无切直线，于是由厶，厶，厶，

厶围成的闭域的内部包含了D中的一个不稳定点，

而且系统(4)为解析系统，由Bendison环域定理知

在D内至少存在一个包含B点的稳定的凝限环．其

向量场图如图1所示．

图1系统(4)的向量场

定理3 当“+岛+63+h>0，且h一岛一

2bs<0时，系统(4)在D内的正平衡点B(1，yo)的

外围存在惟一稳定的极限环．

证明 极限环的存在与稳定性由定理2可以

证明得到．为了证明其惟一性，对系统(4)作变换。

一1十“，Y—Yo矿，dr=(1+u)dt则可化成如下等

价系统；

l筹=一“”)一m)。

I警=础)，
其中“口)=yo(e’一1)，F“)=一b3u2一(62+

2ba)“+i_‰，g。)=i_芊i，，。)=F，“)一一
2b3u一(bz+2b，)+^(1+“)～，G(“)一fT-晕id“
一“一ln(1+“)．

g(")在(一1，+oo)满足Lipschitz条件，当“

>一1且“≠o时，ug(“)一r‰>o，G(+”)

=+。。，G(一1+0)=+∞，烈+co)=+∞，认一

oo)一一曲，矿o)一yoe”>0，钗口)在(一oo，+∞)

单调增加，而F(o)=O，，(O口一h一(62+z氏)<0，

ff—(—u51 1 f=垫型二!蔓±!鱼!±皇!!±竺!二11‘
·kgo)J I “(1十“)～ J

一“_2(1+“)-2[一2b3矿(1+“)2+(62+2b3)一十
2(b2+2b。一h)u+(如+2b3一^)]，令Ro)=

(62+26。)矿十Z(62+2b3一h)u+(b2+2b3一^)，

A=4(钆+2b3一^)2—4(如+263)(如+263一^)

=一4(如+2b3一h)h<0，从而V“>一l，R(“)>

0，即(轰筹)+>o．由张芷寡是建知系豌(5)存在惟
一的极限环．

3结论

在定理3的条件下，系统(4)存在唯一稳定的极

限环，该极限环对应的运动是一周期振荡，这表明食

饵种群与捕食种群最终处于稳定的振荡状态．．
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还得到了塔图L的另一种标号g。且满足：g(vo)=

0，量(“一i)=i(n一3)(f=2，3)，g(砜一1)=4(n一

3)，g(v1)；i(i=l。2'．．·。n一4)．容易验证g也是

L的一种优美标号方法．
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