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摘要：基于椭圆算子，证明初边值问题：百Ou—A百O(孬aZu)+篓墓竽一o，(x,t)∈Qr,u(o∽一摊(1，f)一“。(o，
t)一托。(1，t)一0，t∈(o，丁)，u(x，O)一‰@)，z∈(O，1)，^≥0是粘性系数，Qr一(o，1)×(o，T)，∞(钟)=

IU[q一2u，g>1，最多存在一个L2解．
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Abstract：Based。n elliptic operators，；he initial b。undary value problem。面au～A≯a孬aZu)+

雩竽一0，(z，f)∈QT，IA(o∽一“(1，t)：姒o，f)一姒1，￡)一0，￡∈(o，7，)，“(z，o)一
Uo(z)，z∈(o，1)，A≥0，Qr一(O，1)×(o，丁)，垂(“)一I“1 2—2“，g>1，has at most one L2

solution．
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考虑初边值问题：

警一A昙(嘉)+掣=0，(州)∈％
(1)

“(O，￡)=“(1，￡)一“。(0，f)一‰(1，f)一0，t∈

(0，Z)， (2)

“(z，0)一“o(z)，z∈(O，1)， (3)

其中A≥0是粘性系数，Qr一(o，1)×(o，T)，①(龆)

一IUl”2“，g>1．

问题(1)是自然界中广泛存在的某些现象的数

学模型，当A一0时，得到一类四阶非线性扩散方程：
Ou 0Wp(u)

n

面十—五广一执
此方程在满足①’(s)=0的点上是退化的，而且解的
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存在性与唯一性问题已经解决[1]．当A>0时，文献

[2]研究了二阶扩散方程：

譬一A百OAu—AA(“)+div荟(甜)，
oL 00

也证明了其广义解的唯一性．对于初边值问题(1)

～(3)，文献[1]讨论了其广义解的存在性，文献[3]

讨论了当A一1的情况，并使用椭圆算子的方法，证

明了∥解的唯一性．受文献[3]的启发，本文讨论当

A≥0时，初边值问题(1)～(3)L2解的唯一性．所得

结果补充了文献[1]中广义解唯一性的结论．

1 主要结果

定义1 函数u(x，￡)称为初边值问题(1)一

(3)的L2解，如果“∈L2(Q丁)，西(“)∈L2(QT)，而且

对于任意的检验函数认z，￡)∈C。。(QT)，认o，f)一

认1，￡)=体(o，￡)一亿(1，￡)一亿(z，r)一0，有积分

等式

一，1(z)妒(z，O)d+flauUo 0)dx0 0。(z)翌里笋dz一一I (z)妒(z， 。(z)竺!：；：j；旦dz—
J m
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Ⅱ％州一尬)争州蚪Ⅱ畔蚴)》础=。
(4)

成立，其中△一丢．
由定义1可以知道，对任意的函数妒∈日3(Q丁)

n H4(劬)，积分等式(4)也是成立的．

定理1 初边值问题(1)～(3)最多存在一个

L2解．

2 定理1的证明

假设U。，U。∈L2(Q)是初边值问题(1)～(3)

的两个L2解．令2=“1一“2，口一①(“1)一①(“2)，根

据L2解的定义，可以得到

一．『钸础～，挚础+Ⅱ％口》xdt—o．
(5)

我们希望通过选择特殊的检验函数P来证明(5)式

在几乎处处的QT满足z=0．

对充分小的卢>0，定义算子

丁。：L2(，)一H3(J)n H4(，)，g—Y，

其中I=(o，1)，Y=T。g是由两点边值问题

雾+／ly=“户>o)，
Y(O)=y(1)=y’(O)=．y’(1)一0，

唯一决定的．而且容易看出算子?，是自共轭的，也

就是对任意的f，g∈L2(J)有

l g(T，f)dx=I f(T，g)dx．

由椭圆方程的L2理论‘4|，有T。g∈日3(，)n H4(，)

满足

矿p脚zdx+241(警)2dx0 0

+矿l(T，g)2 +2产I(≥杀芋)2 +
j j U^

』：c警削z≤胁z．
注意如下的事实

(6)

z(I--2A)挈d础一．0．珏(卜龇争础，
对任意的是(z)∈CF(，)，望(￡)∈CF(o，丁)，在(5)

式中用(L五)9(f)代替检验函数9，得到

一-o．％2(，一尬)(T，愚)9’(￡)d州f+
Ⅱ姊口等帅蛐一一Ⅱ姊c卜
尬)(耻)缈’。)五(z)d硝f+ⅡQr可(是一
,uTPk)W(t)dxdt=一I| (j一

“％

AA)(T卢)缈7(￡)志(z)dz出+』]“(口一
啦。v)缈(t)k(x)dxdt一0．
由此知道，对任意的9∈C尹(Q丁)，有

一Ⅱ畔(J一2A)(T脚争础+Ⅱ％(口一川孙 以 JJ％

椰圳州t=Ⅱ％(卜尬)-擎pdxdt+Ⅱ畔(口一
矿。u)Pdxdt=0．

表明(，一尬)弓手∈∥(Q丁)，并且在分布的意义下
有

(，一尬)譬=∥扩口． (7)

记
九

gp(￡)一I(J—AA)TPz(x，￡)·z(x，t)dx
J 0

和证明

limg。(f)=0，a．e．t∈(O，丁)． (8)
口。+U

由于
r1

gF(￡)=I(，一ZlfX)Tpz(x，≠)·z(x，t)dx=
J 0

￡(i-尬)(T力(等+∥一dz=
以(聊2如+『：(警)2dz+幔(等)2dz+
域(警)2dz=圳驯H 11等”+
训警"+训警"≥o，
从而，对几乎所有的t∈(0，T)，l，im+。,uT，名(·，￡)==o，l，i+m。P掣==o，F—’O F—’0(z上

lim芝!垂拿盟：o，1im翌三唼霎盟一o．
p_．o dx‘卢一o dx。

因此，对任意的函数9∈HoZ(Q丁)，在区域劬上对方

程

(警+∥力9一印
进行积分．根据分部积分法，有

JJ．锦(等9舶xz+zT∥咖妣一J]．诉砷蛐
因此，可以得到

(Ⅱ锦训删≤c，Ⅱ锦(等)2d础+JJ劬 川％鲫

c∥』JQ，(T∥)2d以‘一o，(p。o)·
这表明对几乎处处的劬有z=“。一“z一0．

为了证明(8)式成立．对任意的函数缈(￡)∈

C斧(O，T)，在(5)式中取认z，￡)一(T。z)哆(￡)并目．
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一Ⅱ“(卜尬)2吾((丁矽蚴))d础+

Ⅱ％口杀((T脚蚴))d础一一Ⅱ％(卜
批警蚴m¨Ⅱ“(J一尬)4则小
捌舛Ⅱ％秽警帅m忙一Ⅱ外(卜
㈣警删舢础一Ⅱ瓯(卜尬)zT，zg"龟)·

捌t+儿移(z一以2Ⅲ舢础=B(口一
m

pT,口)zql(t)d捌￡一JJ or(，一AA)zTnz缈’(t)dxdt+

Ⅱq咖一矾淝∽妣一n(J一
尬)矾名97(f)dxdt+2Ⅱ“2(口一∥丁，口)9(￡)dzdt=
0，

即

一r缈’(￡)d叮：(，一2A)zT，zdz+f9(f)出·
2胁口一∥脚pz=一f叭加心汕+
rr rl

I 9(￡)d￡2I z(v一∥Pv)dx一0．
J 0 J 0

因此，
r1

g’P(￡)=2 I(1lTP口一v)zdx，口．8．t∈(o，7')．
J o

(9)

由此知道97，(￡)∈L1(o，丁)并且g，(￡)在[o，T]上

是一个绝对连续函数．记
roo

9。(f)=I％(5一￡)d“
Jf

其中％(s)是一维磨光核．在(5)式中取伊(z，￡)一

(T，。z)9，(￡)，那么

一Ⅱ畔(j一尬)2昙((L2)吼(￡))dzd￡+
v昙((T脚蛐))d础=Ⅱ％(J一

尬)以则叫捌外Ⅱ“毗)秽等捌f_o．
因此，根据控制收敛定理“]，得到

r2e rr

g∥(o)一limI嚷(￡一E)g，(t)dx—lim||d。(￡一pOJ 0 p0 JJ“

e)(，一尬)刀。zdxdt一

--l⋯im f1"“蛐)口警dxd￡_o． (10)

结合(6)式、(9)式和(10)式，并注意中(s)是非

减函数以及名，秒有相同的符号，有

0≤舒◇)=乳@)一g，(o)=J 97，(s)ds—

l ds·2 I(∥1∥一v)zdx一

卜·2f1(zT,v)zdz一卜·2-『1vzdx0 0 0 0 ≤2卜0·J J J J

l(zTuv)zdx≤

行Ⅱ％心神2捌t+行Ⅱ％拙dt≤
行Il(秽2+名2)dxdt一0，(卢一o)．

JJ唧

定理1证明完毕．
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