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摘要:分析区间数互补判断矩阵中已有的元素运算法则 重新定义区间数互补判断矩阵中一些元素的运算 给

出将区间数互补矩阵转换为一致性矩阵的定理 并利用互反和互补之间的转换 得到一个区间数互补判断矩

阵的排序算法.
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Abstract: This paper analyes the existent elementary OperatiOn rule Of interval cOmplementary
judgement matrix pOints Out its defects redef ines the interval number OperatiOn and puts
fOrward the cOnsistent transfOrmatiOn theOrem. TransfOrmatiOn between the reciprOcal and the
cOmplementary helps tO derive a ranking algOrithm.
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层次分析法是一种将定性与定量相结合 将人

的 主 观 判 断 用 数 量 形 式 表 达 和 处 理 的 科 学 决 策 方

法. 随着社会的发展 在现实生活中 由于受到专家

知识水平和能力结构 事物本身的复杂性和不确定

性的影响 同时由于模糊判断本身更符合人们的思

维习惯等原因 专家给出的判断往往不是以确定的

数表示的 而是以区间数等形式给出的.从而在构造

判断矩阵时可得到一种区间数互补判断矩阵.对于

区间数互补判断矩阵中的一些元素的运算 现有的

运算法则已不能正确表示出此实际意义 更为严重

的 是 用 已 有 的 运 算 法 则 得 到 的 却 是 有 悖 常 理 的 结

论 因此有必要重新研究区间数的运算法则.目前关

于区间数互反判断矩阵中元素的运算已经有一些结

论[1] 而关于区间数互补判断矩阵还没有文献涉及.
同时关于区间数互补判断矩阵的其它理论还很不完

善 如一致性[2]~排序[3]等.
本文分析区间数互补判断矩阵中已有的元素运

算法则 指出其中的一些不足 并重新定义一些元素

的运算 给出将区间数互补矩阵转换为一致性矩阵

的定理 并利用互反和互补之间的转换 得到一个区

间数互补判断矩阵的排序算法.

1 问题的提出

为方便 记 N = { 1 2   H}  A B C D  表

示区间数 c Z 6 c  表示实数 Â B̂ Ĉ D̂  表示

区间数判断矩阵 A~ B~ C~ D~  表示数字判断矩阵.
定义 1[4] 记 R为实数集 称闭区间 A = [c-  

c-]为区间数 其中 c-  c-E R c- c- .
定义 2[4] 设 A= [c-  c-] B= [Z-  Z-]为任

两个区间数 则区间数四则运算分别为

A - B = [c-- Z-  c-- Z-] 

A  B = [c- Z-  c- Z-] 特别的

 A = [ c-   c-]( 为一正实数)  
A
B = [

c-

Z-  
c-

Z- ] 
特别 1

B = [
1
Z-  

1
Z- ] 



A = B当且仅当 a-= Z-, a+= Z+ .
定义 3[5] 设 A= [a-, a+ ], B= [Z-, Z+ ]为任

两个区间数,则

A - B = [a-- Z+ , a+- Z-],
- B = [- Z+ , - Z-].
定义 4[4] 称判断矩阵 Â = (AzjD n> n 为区间数

互反判断矩阵,如果它满足

( 1D Azz = 1;

( Z D Azj = [a-zj , a+zj ], 19  a
-
zj  a+zj  9;

( B D Azj = 1/Ajz.
当 V z, j E N, a-zj = a+zj 时,则 Â退化为数字互

反判断矩阵.
定义 5[6] 称 Â = (AzjD n> n 为区间数互补判断

矩阵,如果它满足

( 1D Azz = [O. 5, O. 5]V z E N ;

( Z D Azj = 1 - Ajz, z R j;
( B D Azj = [a-zj , a+zj ], O  a-zj  a+zj  1.
当 V z, j E N, a-zj = a+zj 时,则 Â退化为数字互

补判断矩阵.
定 义 6[7] 称 区 间 数 互 补 判 断 矩 阵 Â =

(AzjD n> n 为一致性区间数互补判断矩阵,如果它满足

Azj + Ajk = Azk + Ajj.
由区间数互补判断矩阵的构造,可知 Azj - Azj

= O 并且 Azj + Ajz = 1,但事实上,依据区间数的运

算法则得到有悖常理的结论.
例 1 设 Azj = [O. Z , O. B],根据定义 6,知矩阵

中对应的元素

Ajz = 1 - Azj = 1 - [O. Z , O. B] = [O. 7, O. S],
但此时

Azj + Ajz = [O. Z + O. 7, O. B + O. S] R 1,
并且

Azj - Azj = [O. Z - O. B , O. B - O. Z] R O,
针对这一问题,本文对区间数的运算作进一步研究.

2 取值相关元素的定义

对于区间数互反判断矩阵,由于它的元素 A =
[a-, a+ ]表示方案的重要程度之比, 因此它被唯一

的表示成 A= {II I= ( a-D /( a+ D 1-/, / E [O, 1]} [1],
而区间数互补矩阵中的元素表示方案的重要程度之

差,因此其中的元素可以唯一的表示成以下形式.
引理 1 设 A= [a-, a+ ]为区间数互补判断矩

阵中的元素,则

A = {II I = /a-+ ( 1 - /D a+ , / E [O, 1]} .

证明 令 L( /D = /a-+ ( 1 - /D a+= ( a--
a+ D / + a+ ,
显然此函数为闭区间上的单调递减函数,则

maxL( /D = L( OD = a+ ,
minL( /D = L( 1D = a-,

从而

A = {II I = /a-+ ( 1 - /D a+ , / E [O, 1]} .
定义 7[1] 设 A= [a-, a+ ], B= [Z-, Z+ ]为两

个区间数,如果取定 V I E A,都存在唯一的 y E B
与之对应, 反之亦然, 则称区间数 A, B 是取值相关

的两个区间数,并称 I与 y 为一对对应值.
定义 8 设A= [a-, a+ ], B= [Z-, Z+ ]为两个

取值相关的区间数,
( 1D 如果对任意的 I= /a-+ ( 1 - /D a+ E A, /

E [O, 1]它在B中的对应值为 y= /Z-+ ( 1- /D Z+ ,
则称 A = [a-, a+ ], B = [Z-, Z+ ]是取值一致的.否
则称 A, B是取值不一致的[1].

( Z D 如果对任意的 I= /a-+ ( 1 - /D a+ E A, /
E [O, 1]它在B中的对应值为 y= ( 1- /D Z-+ /Z+ ,
则称 A = [a-, a+ ], B = [Z-, Z+ ]是取值互补的.

3 取值相关元素的运算

引理 2 设A= [a-, a+ ], B= [Z-, Z+ ]为取值

一致的两个区间数,则

A - B = [min{ ( a-- Z- D , ( a+- Z+ } ,
max{ ( a-- Z-D , ( a+- Z+ D } ].

证明 由取值一致性,并令

L( /D = /a-+ ( 1 - /D a+- /Z-- ( 1 - /D Z+ =
( a-- a+- Z-+ Z+ D / + a+- Z+ ,
由闭区间上的一次函数的性质得

L( /D = [min{L( OD , L( 1D } , max{L( OD ,
L( 1D } ],
即

L( /D = [min{ ( a+- Z+ D , ( a-- Z- D } ,
max{ ( a+- Z+ D , ( a-- Z-D } ].

引理 3 设A= [a-, a+ ], B= [Z-, Z+ ]为取值

互补的两个区间数,则

A + B = [min{ ( a-+ Z+ D , ( a++ Z- D } ,
max{ ( a-+ Z+ D , ( a++ Z-D } ].

证明 由取值互补性,并令

L( /D = /a-+ ( 1 - /D a++ ( 1 - /D Z-+ /Z+=
( a-- a+- Z-+ Z+ D / + a++ Z-,
由闭区间上的一次函数的性质知

L( /D = [min{L( OD , L( 1D } , max{L( OD ,
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L( 1D } ] 
即

L( /D = [min{ ( 6-+ Z+ D  ( 6++ Z- D  
maX{ ( 6-+ Z+ D  ( 6++ Z-D } ].

综上讨论可以得到区间数取值相 关 元 素 的 加

法与减法的运算定义.
定义 9 设A= [6- 6+ ] B= [Z- Z+ ]为区间

数互补判断矩阵中的任两个区间数 则区间数加法 
减法运算分别为

A + B =
[min{ ( 6-+ Z+ D  ( 6++ Z-D } ;
maX{ ( 6-+ Z+ D  ( 6++ Z-D } ] A B取值互补;
[6-+ Z- 6++ Z+ ] A B取值不互补

<
(

L .
对于区间数互补判断矩阵中的元素 存在着一

些取值相关的现象.如 Azj = [6-zj  6+zj ] 与其自身 因

为同是描述方案 z与 j的重要程度之差 从而它们的

取值应该一致的 即得到如下结论

Azj - Azj = /6-zj + ( 1 - /D 6+zj - /6-zj - ( 1 -

/D 6+zj = O.
由例 1 并利用定义  得

Azj - Azj = [O. Z - O. Z  O. s - O. s] = O.
同理对于 Azj = [6-zj  6+zj ]与 Ajz = [6-jz  6+jz ]应该是取

值互补的 即得到 Azj + Ajz = 1 的结论 例如

Azj + Ajz = [O. Z + O. S O. s + O. 7] = 1.
在以下的运算中 对于取值相关的元素应该首

先运算 对于其它元素的运算 由于没有此性质 可

以应用定义 Z .

4 排序算法

定理 1 若 A = (AzjD n n Azj = [6-zj  6+zj ]为区

间数互补判断矩阵 实行如下数学变换

A zj =
6z - 6j
D + O. 5 D } Z( n - 1D  6z =

 
n

j= 1
[6-zj  6+zj ] z E N  ( 1D

则 矩 阵 A = (A zjD n n 是 一 致 性 区 间 数 互 补 判 断 矩

阵.
证明 由于 O < 6-zj < 6+zj < 1 则

6z =  
n

j= 1
[6-zj  6+zj ] C [O. 5 n - O. 5] 6z - 6j C

[1 - n n - 1] 
从而

A zj ; [O 1].

A zj + A jz = ( 6z - 6j
D + O. 5D + ( 6j - 6z

D + O. 5D  

应用判断矩阵元素取值相关性知 6z - 6z = O 6j -
6j = O 从而 A zj + A jz = 1且易证 A zj + A jk = A zk +
O. 5 成立 则 A 是一致性区间数互补判断矩阵.

定理 2[Z] 若A = (AzjD n n Azj = [6-zj  6+zj ]为一

致 性区间数互补判断矩阵 则通过公式 Bzj =  ZAzj-1

转换 得到一致性区间数互反判断矩阵 B = (BzjD  
Bzj = [Z-zj  Z+zj ].

由于区间数互补和互反可以相互转换 因此我

们可以应用文献[S] 的算法 得到如下 的 区 间 数 互

补判断矩阵的排序算法.
步 骤 1; 对 于 一 个 区 间 数 互 补 判 断 矩 阵 A =

(AzjD n n Azj = [6-zj  6+zj ] 通过公式( 1D 将其转换为一

致性区间数互补矩阵   = ( zjD n n  zj = [ -zj   +zj ] 
并进行步骤 Z .如果 A = (AzjD n n 是完全一致的 则

转步骤 s.
步骤 Z ; 利用公式 Bzj =  Z zj-1 将一致性区间数

互补判断矩阵转换为一致性区间数互反判断矩阵

B = (BzjD n n Bzj = [Z-zj  Z+zj ].
步骤 s; 令B-zj = ( Z-zj D n n B+zj = ( Z+zj D n n 求B-zj  

B+zj 的最大特征值所对应的具有正分量的归一化特

征向量 I- I+ .
步骤 4; 由 B-zj  B+zj 计算

k =  
n

j= 1
( 

n

z= 1
Z+zj D~ -1  m =  

n

j= 1
( 

n

z= 1
Z-zj D~ -1 .

步骤 5; 权重区间 c= [kI- mI+ ].

5 结束语

本文针对现有区间数运算法则的一些不足 给

出了一些更合理的定义和一个一致性区间数互补判

断 矩 阵 的 定 理 完 善 了 其 一 致 性 理 论. 基 于 以 上 两

者 并依据互反和互补之间的转换 得到了一个区间

数互补判断矩阵的排序算法.此结论对进一步研究

区间数互补判断矩阵的理论与应用有一定的参考价

值.
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3m-2

n= 0
2gn[Nm-1( 2x - n) - Nm-1( 2x - n - 1) ] =

2[ 
3m-2

n= 0
gnNm-1( 2x - n) -  

3m-2

n= 0
gnNm-1( 2x - n -

1) ] = 2[ 
3m-2

n= 0
gnNm-1( 2x - n) -  

3m-1

k= 1
gk-1Nm-1( 2x -

k) ] = 2[g0Nm-1( 2x) +  
3m-2

n= 1
gnNm-1( 2x - n) -

 
3m-2

k= 1
gk-1Nm-1( 2x - k) - g3m-2Nm-1( 2x - 3m +

1) ] = 2g0Nm-1( 2x) + 2 
3m-2

n= 1
( gn - gn-1)Nm-1( 2x -

n) - 2g3m-2Nm-1( 2x - 3m + 1) .

性 质 7 Pm(x) = 1
m - 1{ 2xg0Nm-1( 2x) +

 
3m-2

n= 1
[gn( 2x - n) + gn-1(m + n - 1 -

2x) ]Nm-1( 2x - n) + g3m-2( 4m - 2 -
2x)Nm-1( 2x - 3m + 1) } . ( 7)

证明 由 B- 样条的性质 Nm(x) =
x

m - 1Nm-1( x) + m - x
m - 1Nm-1( x - 1)  有

Pm(x) =  
3m-2

n= 0
gn[ 2x - n

m - 1 Nm-1( 2x - n) +

m - ( 2x - n)
m - 1 Nm-1( 2x - n - 1) ] =

1
m - 1 

3m-2

n= 0
gn( 2x - n)Nm-1( 2x - n) + (m + n -

2x)Nm-1( 2x - n - 1) ] = 1
m - 1[ 

3m-2

n= 0
gn( 2x -

n)Nm-1( 2x - n) +  
3m-2

n= 0
gn(m + n - 2x)Nm-1( 2x -

n - 1) ] = 1
m - 1[ 

3m-2

n= 0
gn( 2x - n)Nm-1( 2x - n) +

 
3m-1

k= 1
gn(m + k - 1 - 2x)Nm-1( 2x - k) ] =

1
m - 1[2xg0Nm-1( 2x) +  

3m-2

n= 1
gn( 2x - n)Nm-1( 2x -

n) +  
3m-2

n= 1
gk-1(m + k - 1 - 2x)Nm-1( 2x - k) +

g3m-2( 4m - 2 - 2x)Nm-1( 2x - 3m + 1) ] =
1

m - 1{2xg0Nm-1( 2x) +  
3m-2

n= 1
[gn( 2x - n) +

gn-1(m + n - 1 - 2x) ]Nm-1( 2x- n) + g3m-2( 4m -
2 - 2x)Nm-1( 2x - 3m + 1) } .
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