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摘要:针对组合网格法在求解特殊类型的工程问题时求得数值解精度低的缺陷 ,提出一个改进计算格式的组

合网格法.粗细两套网格都是在各自区域上单独剖分 ,两套网格互不影响 ,在粗网格上达到粗网格的精度 ,在

细网格上达到细网格的精度 .该方法的网格剖分为粗网格和细网格 ,能够大大提高数值解的精确度 .
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Abstract: In solving special projection, combination grid method produces low precision numerical
solution. This paper puts formard a new combination grid method which can improve computation
form. This method has two sets of grids in the whole area, coarse grid, and f ine grid. They are
analyzed alone in the respective region, and do not af fect each other. Numerical solution reaches
its precision on coarse grid and its precision on f ine grid. This method can improve numerical
solution precision.
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有限元方法是一种迭代求解微分方程的数值方

法.在我国, 20 世纪 60 年代初期冯康[1]就独立地建

立了有限元方法的数学理论并将其应用于解决工程

实际问题.近年来,随着计算机技术的普及和计算速

度的不断提高,有限元方法在工程设计和分析中得

到了越来越广泛的重视,已经成为解决复杂工程分

析与计算问题的有效途径.在大规模求解工程应用

的科学计算中,求得高精度的数值解和构造高效率

求解离散方程的迭代方法一直是计算数学工作者和

工程技术人员共同关心的问题.比如数值求解问题:
LCU = f,  C;

Lf = f,  f, U\  =  \  , aUan \  =
a 
an \  ;

U\ a 

 

 

 = 0.

( 1)

这里 LC Lf 为椭圆微分算子,  =  C  f,模型如图

1 所示.

图 1 问题( 1) 的模型

记 Hk( ) = Wk, 2 为 L2( ) 可积的 k 阶可微的

Sobolev 空间,其范数记为 P - Pk ,当 k = 0时 k省略,
( - , - ) 表示 L2( ) 的内积[2].

问题( 1) 的弱形式为

( LCU, U )  C = ( f, U
 )  C ;

( Lf ,   )  f = ( f,  
 )  f ,  \  = U\  ,

 U ,    H1
0
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最后问题( 1) 可化为:在整体区域  上求解(  U)
   ,满足



K(u + U) = f,
其中 K 为总刚度矩阵, f 为总荷载向量.

使用传统有限元法求解问题( 1) 时,首先,由于

在区域 0 c 和 0 f 上的椭圆微分算子 Lc~ Lf 的不同,无
法用统一的形式来形成单元刚度矩阵, 因而合成总

体刚度矩阵是非常困难的, 难于计算机实现.其次,
当 0 f 相对于 0 c 为非常小的区域时, 为得到高质量

的网格,在区域 0 f 上网格的加密必然使得全局区域

0 上网格的加密,因而计算工作量也随之增加.
针对在求解特殊类型的工程问题(比如间断系

数 类型) 时, 传统的有限元方法在求解精度和迭代

步骤控制方面遇到的数值解精度低,迭代步骤多,计
算时间长,不容易在计算机上编程实现等困难[3],有
人提出了改进的有限元方法即组合网格法[4].目前

组合网格法在求解此类问题的迭代步骤一般在两步

左右就得到数值解并结束计算, 迭代过程和计算机

编程实现简单,但是,这样得到的数值解的精度是不

够的.本文提出一种新的组合网格法的计算格式,能
够大大提高数值解的精确度.

1 组合网格法的改进格式

在问题( 1) 中,对 0 和 0 f 分别进行网格剖分,
得到粗网格TH 和细网格Th(Th 比TH 网格尺寸小很

多) ,并有相应的有限元空间 SH 和 Sh, TH 和 Th 不一

定是规则网格.组合网格算法格式如下 
( LcU, U ) 0 c + (LcU, U

 ) 0 f = ( f, U
 ) 0  

(Lfu, U ) 0 f + (Lcu, U
 ) 0 f ;

( Lfu, u ) 0 f = ( f, u
 ) 0 f , u \  = U\  

<

 

L .

( 3)

在区域 0 f 上,由于粗网格和细网格上的节点数

不一样导致未知变量的个数也不一样多, 因而需要

求出 u 和 U 在其上的转换关系.
令细网格上的基函数为{ j} nfj= 1,粗网格上的基

函数为{ j} ncj= 1,则有

 = D ,
其中 D为 nc X nf 矩阵.于是,  U  SH, u  Sh,有

U =  
nc

z= 1
Uz z = VT ; ( 4)

u =  
nf

z= 1
uzZz = UT , ( 5)

其中 V = ( U1, U , L, UncT) ,  = ( 1,   , L,  nc) T, U =
( u1, u , L, unf ) T,  = ( Z1, Z , L, Znf ) T.

在 0 f 内,将式( 3) 分别代入式( 4) , ( 5) 可得 
U = VTD ; ( 6)
u = UTD 1 . ( 7)

在式( ) 中有

( LcU, U ) 0 c + (LcU, U
 ) 0 f = (LcU, U

 ) 0 = (LcVT ,

U T ) 0 = U T(Lc ,  ) 0V = U TAcV; ( 8)
( f, U ) 0  (Lfu, U ) 0 f + (Lcu, U

 ) 0 f = V
 T( f,

 ) 0  V T(Lfu,  ) 0 f + V
 T(Lcu,  ) 0 f = V

 T( f,  ) 0
 V T(LfUT , D ) 0 f + V T(Lc(UT ) , D ) 0 f =
V T( f,  ) 0  V TD(Lf ,  ) 0 fU + V

 TD(Lc ,  ) 0 fU
= V TF0  V TDAfU + V TDA0 fc U, ( 9)
于是

AcV = F0  DAfU + DA0 fc U = F0  D(Af  
A0 fc )U,
其中

Ac = (Lc ,  ) 0 , Af = (Lf ,  ) 0 f , A
0 fc = (Lc ,

 ) 0 f .
另外,对于式( ) 的第  个式子有

( Lfu, u ) 0 f = (LfU
TZ, U TZ) 0 f = U

 T(LfZ, Z) 0 fU

= U TAfU;
( f, u ) 0 f = U

 T( f,  ) 0 f .
有了上面的推导,就可得到组合网格算法的迭

代步骤如下.
初始 n = 0, u0 = 0,误差为  ;
步骤 1 求 Un+ 1  SH,满足

( LcUn+ 1, U ) 0 c + (LcU
n+ 1, U ) 0 f = ( f, U

 ) 0 + ( (Lc
 Lf) un, U ) 0 f ,  U

  SH;
步骤   求 un+ 1  Sh,满足

( Lcun+ 1, u ) 0 f = ( f, u
 ) 0 f ;

un+ 1 \  = Un+ 1 \   u  Sh
<
 

L .
步骤 3 当  Un+ 1  Un   迭代结束,否则 n

= n + 1,转步骤 1.

2 组合网格法求解二维渗流问题

在各向同性的规则长方体土层中 有 一 竖 直 断

层,在规则土层的左方压力水头为 15m,在规则土层

的右 方 压 力 水 头 为 5m, 土 层 的 渗 流 系 数 是 5. 0 X
10 7m/S,断层的渗流系数是 4. 7 X 10 13m/S.求土

层的渗流压力分布.
该渗流问题可简化为二维问题,取其截面为研

究对象,数学方程如下[5].
L1u =  k1Au = f1, ( x, y)  (c, J) X

( c, d) \( c1, J1) X ( c1, d1) = 0 1;
L u =  k Au = f , ( x, y)  (c1, J1) X

( c1, d1) = 0  ;
u\  1 = 0, u\   

<

 

L = 10.
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CBS{ ( B 1 - 6 exp( y1) , B 2exp( y3 - y2) - S ,   exp( y2 -
y3) - C exp( y3) ) T, 0 H KB L, 0} 9 0,
显然,引理 2 的条件( 3) 满足.则 Ly = Ny在 DomL
H 0 中至少有一个 c周期解 y% = ( y%1 , y%2 , y%3 ) T,使

x% = exp{y%1 } , z%1 = exp{y%2 } , z%2 = exp{y%3 } ,为系

统( 1) 的正周期解.
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其中 L1~ L2 为算子, k1 ~ k2 为常量,  1 表示区域的左

边,  2 表示区 域 的 右 边, f 1 ~ f 2 为 表 达 式 常 量. 整 体

区域 0 = 0 1 U 0 2.
图 2, 3 分析比较表明,采用组合网格法得到了

符合精度要求的数值解.

图 2 Galerk in 方法得到的计算结果

图 3 组合网格法得到的计算结果

3 结束语

与 Galerk in 法相比,本文提出的组合网格法是

方便在计算机上编程实现的; 另外一个突出的优点

就是粗细两套网格都是在各自区域上单独剖分,两

套网格互不影响,在粗网格上达到了粗网格的精度,
在细网格上达到细网格的精度.该方法不仅适合于

不同的椭圆微分算 子 L ~ Lf , 而且当椭圆微分算子

L 和 Lf 相同时,迭代法一步收敛.
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