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摘要:针对工程计算中经常出现的局部特性(特别是奇性)问题 和以往解决此类问题的算法的局限性 提出一

种基于有限元自动生成系统( FEPG)的组合网格算法 .该算法采用两套网格求解 在整个求解区域采用较粗

网格 不考虑奇异的影响 ;而在奇异附近区域采用较细的网格 考虑奇异的影响 ;整体粗网格求解和局部细网

格求解反复迭代 求得最终结果 .该算法用于实际工程计算的迭代次数少 与常用的有限元方法所求得的解相

符合 为求解大型实际复杂问题提供了一个好的算法和思路 .
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Abstract:We in this paper present a composite grid method based on the system of f inite element
program generator ( denoted by FEPG) to solve f inite element problems With local singularity 
Which of ten occurs in engineering and scientif ic computing. Composite grid method uses a coarse
mesh for the Whole area Without considering the impact of singularity and a f ine mesh for the
local singular area considering the impact of singularity respectively. It solves the global coarse
mesh problem and the local f ine mesh problem iteratively and obtains the f inal result With very
small computation. This method presents a good idea for solving complex problems.
Key words: composite grid f inite element FEPG

在实际的工程计算中 计算区域的地质结构比
较复杂 有许多很薄的断层 而在对这些区域做有限
元计算分析(如渗流 应力计算)时 工程上往往需要
考虑这些断层对计算结果的影响.但是 这些断层有
的有几十厘米厚 有的只有十几厘米 而整个有限元
计算模型的尺寸是上百米 如果在整体有限元计算
中考虑这些断层 那么整体有限元的网格剖分将十
分困难 即使能剖分网格 也会造成节点过多 有限
元计算精度大为降低或根本无法进行计算.类似这

样的奇异奇性问题还有:热力学中的不连续传热系
数问题 油藏工程中注水驱油问题 变压器薄钢板的
涡流分析等.在工程计算中常采用的方法有局部网
精细代替整体网精细[1] 快速自适应组合网格方

法[1](简记为 FAC)  整体局部方法 ( Global-Local) [1]

等.但他们都存在不少缺点或限制 例如:有效地局
部化目标经常与可靠计算相冲突 快速自适应组合
网格方法则要求规则网格且粗细两套网格嵌套 整
体局部方法的计算效果又远不及快速自适应组合网

格方法等.
鉴于此 我们提出采用基于有限元自动生成系

统 ( FEPG)的组合网格算法来解决这一难题 即采
用两套网格求解 在整个求解区域采用较粗网格 并
且不考虑奇异的影响 而在奇异附近区域采用较细



的网格,考虑奇异的影响.整体粗网格求解和局部细
网格求解反复迭代,求得最终结果.其中引入插值矩
阵 D 使得粗细两套有限元空间的两个基函数之间
的能量积分变为同一有限元空间的基函数之间的积

分.该方法适应于非规则网格,即粗细网格皆可独立
生成,彼此互不制约,同时能真正地用于工程实际问
题.在整体区域和局部区域材料参数相同的条件下,
许进超等 2,   从数学上证明了用两网格所求得的数

值解可以在粗网格区域达到粗网格的精度,而在细
网格内部达到细网格的精度,这就从理论上说明了
组合网格法的有效性.

1 算法描述

为了阐述方便,考虑齐次边值问题 
  U = f ,   ;
 fu = ff ,  f , U\  = u\  
 
 

 .
对应的虚功方程如下.

(  U, U )   ;

( fu, u )  f = ( ff , u
 )  f , U\  = u\  

 
 

 .

这里   ~  f 为椭圆微分算子, 整体计算区域  
如图 1所示, 8 是  的边界;  是   和  f 的交界面

(线) .我们对  和  f 分别进行网格剖分,得到粗网
格TH和细网格Th(Th比TH网格尺寸小很多) ,并有
相应的有限元空间 SH和 Sh, TH和 Th 不一定是规则
网格.

图 1 计算区域  

1. 1 计算格式

( (  U - f ) , U )  = ( (  u - f ) , U )  f -

( ( fuf - ff) , U )  f ; ( 1)

( fu, u )  f = ( ff , u
 )  f , u \  = U\  

 

 

 . ( 2)

令细网格上的基函数为{@j} nfj= 1,粗网格上的基

函 数 为 { j} n j= 1, 则 有  = D@, D =
c11  c1l
cm1  c  ml 为插值矩阵 ( l 为粗网格单元节点
数, m 为细网格节点个数) .

U = E
j
Uj j = VT , u = E

j
ujZj = UT@, U =

VTD@( in @f) .
对( 1) 式有

(  U, U )  - (f , U )  = (  VT , V T ) -

V T( f ,  )  = V T(A V - F ) ,

( (  u - f ) , U )  f - ( ( fuf - ff) , U )  f =

(V T(  u ,  )  f - V
 T( f ,  )  f ) - (V

 T( fuf ,

 )  f - V T( ff ,  )  f ) = (V T(  UT @) , D@)  f -

V T( f , D@)  f ) - (V T( f(UTf @) , D@)  f - V T( ff ,

D@)  f ) = (V
 TD(  @, @)  fU - V

 TD(f , @)  f ) -

(V TD( f@, @)  fUf - V
 TD(ff , @)  f ) = V

 TD(A f U 

- F f ) - V TD(AfUf - Ff) ,
于是

A V - F = D(A f U - F f ) - D(AfUf -
Ff) ,
其中

A (   ,  )  , Af = ( f@, @)  f , A
 f = (  @,

@)  f , F
 f = ( f , @)  f , Ff = ( ff , @)  f .

对( 2) 式有

( fu, u )  f = ( fUT@, U T@)  f = U T( f@,

@)  fU = U
 TAfU; u\  = U\  .

U T( ff , @)  fDU
 TAfU = U TF f , u\  = U\  .

1. 2 算法步骤
初始化 n = O, uO = O, uOf = O;
步骤 1 求 Un-1 E SH,满足

( (  Un-1 - f ) , U )  = ( (  un - f ) , U )  f -

( ( funf - ff) , U )  f , V U
 E SH.

步骤 2 求 un-1f E Sh, un-1 E Sh 满足

(  un-1 , u )  f = ( f , u
 )  f ,

un-1 \  = Un-1 \  = Un-1 \  , u E Sh
 
 

 ;

( fun-1f , u )  f = ( ff , u
 )  f ,

un-1f \  = Un-1 \  , u E Sh
 
 

 .
的出反力 ( (  un - f ) , U )  f - ( ( fu

n
f - ff) , U )  f ,

置 n = n - 1,转步骤 1.

2 软件实现

根据组合网格法算法设计和 FEPG 系统的框
架,软件实现主要有如下几部分 原始文件的填写,
前处理,插值矩阵 D及其相关矩阵 D的计算,粗细
网迭代求解,后处理及显示.
2. 1 填写原始文件
依据 FEPG 系统我们需要填写的文件是很少

的, 主要是后缀名为 GCN~ GIO~ PDE( CDE~ VDE~
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FBC)的文件.
GCN 文件给出问题的算法 如是多场问题 则

同时给出各物理场之间的耦合方式 GCN 文件还给
出求解的流程.

GIO文件给出各个物理场的 PDE(或 VDE)文
件名以及求解区域的体单元类型信息及坐标系名.

PDE(CDE~ VDE~ FBC)文件的主要内容是微分
方程表达式 CDE 文件的主要内容是复变量微分方
程表达式 VDE 文件的主要内容是微分方程响亮表
达式.由这些文件 单元子程序自动生成系统自动生
成计算单元刚度矩阵 单元阻尼矩阵和单元荷载向
量等单元子程序.对于 PDE~ VDE~ CDE 这 3 种文
件 我们只需要填写其中一种. FBC 文件的主要内
容是边界条件(第 2 类和第 3 类边界条件)的微分方
程表达式.由这个方程 单元子程序自动生成系统自
动生成计算边界条件的单元刚度矩阵 阻尼矩阵和
荷载向量等子程序.
关于这些文件的具体填写可以参阅 FEPG 参

考手册[4~ 6].
2. 2 前 ~后处理
前处理部分主要处理的是粗 ~ 细两套网格的节

点坐标信息 单元节点号信息 节点自由度信息即节
点是否被约束信息 单元材料信息 节点边界条件.
可以通过操作 FEPG 系统的 GID 图形化界面而得
到.计算求解结束后 在 GID 演示界面上点击相应
的链接就可给出相应的结果演示.
2. 3 D矩阵和 JD矩阵的计算
先逐个判断细网格上的点所对应的粗网格的单

元号 由粗网格单元号所对应的粗网格单元节点号
组成的矩阵即为所求 JD 矩阵. 现以四边形单元为
例说明 D矩阵的求法.
设 p为细网格中的任意一点 ep为 JD矩阵中 p

对应的粗网格单元 其单元节点号为 p1 p2 p3 p4;
坐标值为( I1 y1)  ( I2 y2)  ( I3 y3)  ( I4 y4) ; p 的坐
标为( I y) .设参考坐标系为 C 7 参考单元是[- 1 
1] [- 1 1]的正方形单元.

I = 1
4 [( 1 - C) ( 1 - 7) I1 + ( 1 + C) ( 1 -

7) I2 + ( 1 + C) ( 1 + 7) I3 + ( 1 - C) ( 1 +
7) I4] 

y = 1
4 [( 1 - C) ( 1 - 7) y1 + ( 1 + C) ( 1 -

7) y2 + ( 1 + C) ( 1 + 7) y3 + ( 1 - C) ( 1 +
7) y4] 
由牛顿迭代法求解出 p 点的参考坐标值 Cz 7z 则其

对应 D矩阵的分量 czj( z 为 p 所对应的细网格节点
号 j = 1 4) 为

cz1 = 1
4 ( 1 - Cz) ( 1 - 7z) ; cz2 =

1
4 ( 1 + Cz) ( 1 -

7z) ;

cz3 = 1
4 ( 1 + Cz) ( 1 + 7z) ; cz4 =

1
4 ( 1 - Cz) ( 1 +

7z) .
其他类型的单元也可由相应的形函数得到.

2. 4 粗细网迭代求解
运行计算程序的批命令即可完成整个迭代计算

求解.现给出一个渗流问题的批命令.
starta dispO idO nv dispO bfd timeO time coorO

unod
copy bfd abfd
startb dispbO idbO nvb dispbO bfdb timeO time

coor1 unodb dmb. io elembO sysb diagb
cgmjd coor1 coorO elemO jdO ddf>dadf
if exist end del end
, 1
edma dispO time nv coorO bfd einform estif f

elemO f mass sys
solv sys f einform estif f u
udma dispO time sys bfd nv u displace end
ddtv idbO idO jdO bfdb unod
edmb dispbO sysb time nvb coor1 bfdb diagb

elembO f displace end edmc dispbO idbO coor1
einform estif f elembO

ddu idbO idO jdO unodc abfd bfd
if not exist end goto 1

3 应用实例

例 1 二维渗流问题
假设一个长 6m 宽 2m 的物体 中间有一

O. O5m 的斜断层 内部没有源 左边上加了 1OkPa
的压力 右边是 O 压力.求在给定渗透率的情况下 
其压力场的分布.其中断层与物体的渗透率相差 1
~ 6 倍 物体渗透率取为 5. O 断层渗透率取为 5. O
-6. O.
组合网格法中的粗 ~ 细网格分别如图 2 和图 3

所示.
比较图 4 和图 5 可以看出 用组合网格法计算

可得到很好的结果 并且用此方法的迭代次数比较
少 这对求解大型实际复杂问题提供了一个好的算
法和思路.
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图 2 粗网格

图 3 细网格

图  组合网格法的计算结果

图 5 直接计算的结果

例  三线圈系结构的感应仪器响应计算
仪器由一个发射线圈和两个接收线圈组成 三

线圈同轴同半径 仪器内为绝缘介质组成 两个接收
线圈的绕向相反 串联连接后引出两个接收端 使用
灵敏接收线圈的目的是使在真空中的直耦信号和为

零 即接收信号为零.发射线圈的激励信号为:   =
         = 1 发射线圈的高度为 0. 03m.

( 1) 基本方程为:

V > ( 1/ V > A) - V(
1
/ V - A) +

G w~A + GV = J   

 

 V - (- G wA - GV ) = 0.
在涡流区边界条件: A = 0  = 0.在不限远处.
( 2)地层模型剖面图如图 6 所示:

图 6 地层模型剖面

( 3)图 7 结果显示用组合网格法所求得的结果
是比较令人满意的 其电场强度矢量图与用通常的

有限元方法所求得的解是相符合的.

图 7 电场强度矢量图

( a)发射线圈 ; ( b)接收线圈

4 结束语

本文提出的算法用于实际工程计算的迭代次数

少 与常用的有限元方法所求得的解相符合 这为求
解大型实际复杂问题提供了一个好的算法和思路.
此算法有待于进一步研究发展的方向主要有: ( 1)用
它来研究与时间有关的问题和非线性问题; ( 2)将它
实现软件并行化 发展成为并行组合网格法; ( 3)将
组合网格法与自适应处理组合起来 并同时进行并
行处理 发展成为自适应的并行组合网格法等.
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