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摘要: 利用控制不等式理论证明一类算子凸序列不等式 把凸序列不等式推广到算子 .
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Abstract: In this paper We prove a class of operator convex seguences ineguality by means of the
theory of majorization. It is an operator generalization to convex seguences ineguality.
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1 预备知识

设 H 是复 ~ilbert 空间 B(H) 是 H 上有界线性

算子集 1 表示 H 上的恒等算子. 设 T S E B(H)  
若 V I E H < TI I> 2 0( < TI I> > 0 若 I? 0)  
则称 T 2 0(T> 0) . 若 T- S 2 0(T- S> 0)  则

称 T 2 S(T> S) . 若 m<  记{m m + 1 o   } =
[m  ].  (H) = { (T1 T2 o  T ) : T1 T2 o  T E
B(H)  T6( 1) 2 T6( 2) 2 oT6( )  其中 6为{ 1 2 o   }
到自身的一一映射} .

引 理 1. 1[1] 设 两 两 可 换 的 自 伴 算 子 Az E
B(H) ( z = 1 2 o   )  3 mz Mz( z = 1 2 o   ) 满足

mz1 Az  Mz1. 用 C0 表示H
 

z= 1
[mz Mz]上所有连续

函 数 全 体 组 成 的 类. 若 F( z1 z2 o  z ) E C0 且 有

F( z1 z2 o  z ) 2 0 ( z1 z2 o  z ) E H
 

z= 1
[mz Mz] 则

F(A1 A2 o  A ) 2 0.
引理 1. 2[1] 如果 f ( z) 是(- > + >) 上的

实值单调增加的连续函数且 A B 是 ~ilbert 空间 H
上 两 个 可 交 换 的 有 界 自 伴 线 性 算 子 A  B 则

f (A)  f (B) .

定义 1. 1 如果 B(H) 中两两可换的自伴算子

序列{A } 满足条件 Az-1 + Az+ 1 2 2Az( z 2 2)  则称

{A } 是一个凸算子序列.
定义 1. 2 设 A BE   (H)  A= (A1 A2 o  

A )  B= (B1 B2 o  B )  将A与 B的分量的递减重

排 并分别记为A[1] 2 A[2] 2 o 2 A[ ] 与 B[1] 2 B[2]

2 o 2 B[ ] 若满足( i) 
k

z= 1
A[z]   

k

z= 1
B[z]( k = 1 2 

o   - 1) ; ( ii) 
 

z= 1
A[z] =  

 

z= 1
B[z] 则称 A 被 B 所控

制 记作 A < B.
按照定义 1. 1 与 1. 2 通常的凸序列和控制概

念是对 H = C情形提出的. 对这种情形 文献[2 3]
对 H = C情形讨论了凸序列及凸序列不等式 本文

将文献[3]的结论推广到算子情形.

2 几个引理

引理 2. 1 自伴算子序列{A } 是凸算子序列

的充要条件为: 对任意 P G E { ( I1 I2 o  I ) : Iz E

Z+ ( z = 1 2 o   . 2 2) }  若 P= (P1 P2 o  P ) <
( G1 G2 o  G ) = G 则恒有 AP1 + AP2 + o + AP  

AG1 + AG2 + o + AG .

证明 必要性. 对  用数学归纳法. 当  = 2
时 只需证明A1+ AG 2 A2+ AG-1. 其余情形递推即

可得. 因
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故

 
 

   
              )   

 
             

          )    
             

   

  
 

   
                 )

若        ) 式即为

    ) 
  

   
     

  

   
                

O   )
当    时可由  ) 式推出     4        当

   时 进行递推运算   ) 将不等式         
      O                 O同乘以   并

与  ) 式相加得新不等式  ) /     ) 若已得新不等式

 S) /    S     设此不等式中   S      S 的系

数 为  zS 将不等式    S     S       S   O 
     S       S        S  O同乘以 zS 并与不等式

 S) / 相加得新不等式 S   ) /      ) 若 S      停
止 由归纳可证 zS  O   S     )  因上述诸不

等式的系数和为 O 上法得 到 的 最 后 一 个 不 等 式  
  ) / 只含                 其中       的系数相

等且为正         的系数相等                的

系 数和为 O 故不等式    ) / 必可化为       
         完全类似地 对       情形亦可证

明                 故 n   时命题成立 
假定当 n       ) 时命题成立 考察 n  

   的情形 设                     
    )            )    不妨设         

                  下面分  种情形证明 第

 种情形 存在          使得      去掉   
   显然仍有

                      )             

           )  
由归纳假设有

                              

                      
两边同加     则

                        

第  种情形 若                因    故

     且不可能对一切                 故

必 存在          使得      不妨设这个 是

使      的最小下标 于是                  

            记

                        /            
 /        
则   O 且

 /           /       )
并且这两个不等式中至少有一个等式成立 当   
         时  /                 当     

  时  /          )  又因        由  ) 式有

 /      /   于是       /      /     且  /     

 /           由前面对 n   情形所证明的结论 
有

  /      /             4)

规定当        时  /      在 4) 式两边再加上

 
       

    得

 
   

   
  /    

   

   
     5)

再 考 察  /      /    ) 和          )  由  /     
           /      /            /    知  /   

   / n)    /        /  n )  容 易 验 证       n)  
  /      / n)  前面已证明  ) 式的两个不等式中至

少有一个等式成立 即       n) 与  /      / n) 至

少有一对同下标的分量相等 由已证明的第  种情

形 

 
   

   
     

   

   
  /   

结合 5) 式得

 
   

   
     

   

   
    

总结以上  种情形 由归纳假设 当 n     时命

题正确 从而对一切    命题正确 
充分性 对任意正整数   于命题中取      

               n  O             
  n  O 则       n)         n) 且  ) 式化为

                N)  故  n 是一凸算子数

列 
引理 2 2 设  n 是一个凸算子序列 V n  

N H z U  R 满足 z z   n  Uz 9是 z U 上增的

凸函数 则 9  n)  也是凸算子序列 
证明 V n  N 因 9是 z U 上的凸函数 由

文献 4 可 知 9 为 z U 上 的 连 续 函 数 再 由 引 理

 .   必有

9  n)  9  n  )   9 
 n   n  

 )   6)

因  n 是一个凸算子序列 故
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An+ 1 {
An + An+ 2

2 .

又 ZC:) 在[l, u]上增,由引理 1. 2,

ZC An+ 1) { ZC
An + An+ 2

2 ) . C 7)

综合C 6) , C 7) 式,有 ZC An+ 2) + ZC An) 2 2ZC An+ 1) .由
泛函分析结论[5] 易知, { ZC An) } 为两 两 可 换 的 自 伴

算子序列.故{ ZC An) } 也是凸算子序列.
引 理 2. 3 若 {An} 是 一 个 凸 算 子 序 列, Sn =

1
n E

n

I= 1
AI,则{Sn} 也是一个凸算子序列.

证明 用数学归纳法可证

E
n

I= 2
IC I - 1) [AI+ 1 - 2AI + AI-1] = nC n -

1)An+ 1 - C n + 2) C n - 1)An + 2E
n-1

I= 1
AI.

因{AI} 为凸算子序列,故

Sn+ 1 - 2Sn + Sn-1 = 1
nC n2 - 1) [nC n -

1)An+ 1 - C n + 2) C n - 1)An + 2E
n-1

I= 1
AI] 2 0.

显然{Sn} 为两两可换的自伴算子序列,故{Sn} 也是

一个凸算子序列.
引理 2.  设X, Y E UnCH) , X1 2 X2 2  2

Xn, E
n

I= 1
XI = E

n

I= 1
YI,若存在 kC 1 { k { n) 使得 XI {

YIC I = 1, 2,  , k) ; XI 2 YIC I = k + 1, k + 2,  n) ,
则 X < Y.

证明 显然E
j

I= 1
XI { E

j

I= 1
YI, j { k;同时E

n

I= j
XI

2 E
n

I= j
YI, j = k + 1,  , n.但因E

n

I= 1
XI = E

n

I= 1
YI,故由

最后 n - k个不等式可得E
j-1

I= 1
XI {E

j-1

I= 1
YI, j = k + 1,

 , n.再结合假设 X1 2  2 Xn,便证明了 X < Y.
引 理 2. 5[3]

\ ~
C 2,  , 2

n+ 1 \ ~
,  , 2n,  , 2n

n+ 1

) <

\ ~
C 1,  , 1

n \ ~
,  , 2n + 1,  , 2n + 1

n

) .

3 主要结论

完全仿照文献[3]的证明,有
定理 3. 1 设{An} 是一个凸算子序列, m, k 为

非负整数,则

C n - 2m) C Ak+ 1 + Ak+ 3 +  + Ak+ 2n+ 1) + C 2m
- n- 1) C Ak+ 2 + Ak+ 4 +  + Ak+ 2n) + 2mC Ak+ 1 +
Ak+ 2n+ 1) - mC Ak+ 2 + Ak+ 2n) 2 0.

定理 3. 2 设{An} 是一个凸算子序列, h, m, n
E N, 则

1
n - 2m E

n-m

k= m+ 1
Ak { 1

n E
n

k= 1
Ak { 1

2mC E
m

k= 1
Ak +

E
n

k= n-m+ 1
Ak) C n > 2m) ;

n - m
h E

h

k= 1
Ak + h - nm E

m

k= 1
Ak + m - hn E

n

k= 1
Ak 2

0C h < m < n) ;
n + m
n - mCE

n

k= 1
Ak - E

m

k= 1
Ak) { E

n+m

k= 1
AkC m S n) .

定理 3. 3 若{An} 是凸算子序列, n E N, n >
1,则

1
n - 1E

n-1

k= 1
Ak { 1

n + 1E
n

k= 0
Ak { 1

2 C A0 + An) .
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