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摘要: 采用分划递推法通过功能归约变换 * 形式化推导和证明 ~anOi 塔问题中圆盘的移动规律 * 从而推导出结

构清晰 ~ 可读性好 ~ 效率高 ~ 占用存储空间与圆盘个数无关的非递归算法 * 算法比较分析地显示出形式化推导

在获得高效和正确性的算法程序中的作用 . 相关算法在 UNIX 平台下用 C 语言进行实现 .
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Abstract: The partitiOn-and-recur methOd is used tO derivate and prOve the laW Of disk mOvement
in the prOblem Of TOWer Of ~anOi by transfOrm Of functiOn specif icatiOn and fOrmalizing
deductiOn. A nOn-recursive algOrithm in Which the Occupied memOry is unrelated With the
number Of disks is develOped. The algOrithm is readable* ef f icient and has clear structure. The
cOmparisOn Of algOrithms shOWs the ef fect Of the fOrmalizing deductiOn in Obtaining ef f icient and
cOrrect algOrithm prOgram. The related algOrithm is implemented in UNIX platfOrm With C
language.
Key words: partitiOn-and-recur methOd* ~anOi tOWer* specif icatiOn* transfOrmatiOn* fOrmalizing
deductiOn* algOrithm

~anOi 塔 问 题 是 组 合 数 学 问 题 一 个 典 型 例 子 *
对它很自然地采用递归程序进行求解. 但是 * 从软件

工程及软件可靠性上看 * 递归程序相比非递归程序

是一种容易出错的结构; 从程序运行的效率上看 * 由

于递归程序必须使用堆栈技术和穷举策略 * 所以递

归 程 序 要 比 非 递 归 算 法 程 序 耗 费 更 多 的 时 间 和 空

间. 本文将采用分划递推法 * 形式化地找出 ~anOi 塔

问题中圆盘的移动规律[1]* 并且借助二进制表达形

式将问题的递归求解转换为问题的非递归求解 * 从

而推导出结构清晰 ~ 可读性好 ~ 占用存储空间与圆盘

个数无关的非递归算法.

1 相关介绍

1- 1 分划递推法简介

薛锦云[2* 3]通过研究算法程序设计中的固有规

律和科学原理 * 把软件开发中尽可能多的创造性劳

动转化为非创造性劳动 * 提出了一种简单实用的设

计 和 证 明 算 法 的 形 式 化 方 法!! PA"( PartitiOn-
and-"ecur ) . 在 用 PA"方 法 进 行 程 序 开 发 的 实 践

中 * 可以看出它在形式化推导中的关键思想是功能

归约变换[2* 3].
PA"方法使用的主要技术是分划 ~ 递推和量词

变换. 分划是处理复杂对象常用的方法 * 典型地应用

于分而治之等算法设计方法中; 递推主要用于算法

分析和动态规划法; 量词变换在初等和高等数学中

均有应用. PA"方法的主要贡献在于把这些用于典

型问题求解的普通技术结合在一起 * 经过扩充和改



造,揭示了算法程序设计的本质特征,形成了一种简

单实用而又统一的算法程序设计和形式化技术[4, 5].
1. 2 Hanoi塔组合数学问题

约在 l9 世纪末,欧洲出现一种称为 HanOi 塔的

游戏.据说这种游戏最早来源于布玛神庙里的教士.
游戏的装置是一块铜板,上面有三个金钢石的塔座

A~ B~ C,开始时在塔座 A 上有一叠共 n 个圆盘,这 n
个圆盘按从小到大编号为 l , 2,  , n, 且自下而上,
由大到小地叠在一起.游戏的目标是将塔座 A 上的

这叠圆 盘 移 到 塔 座 C 上, 并 仍 按 同 样 顺 序 叠 置.规

定每次只能移动一个圆盘,任何时刻都不允许将较

大的圆盘压在较小的圆盘之上[6].
HanOi 塔问题是求解对于任何一次圆盘移动步

I, 计算出需移动的圆盘号,而且能计算出它的源塔

和目的塔.

2 分划递推法求解 Hanoi 塔组合数 学 问 题

步骤

2. 1 构造问题的形式规范

PO; 令 n 个圆盘按从小到大编号为 l , 2,  , n.
令 T表示 3个塔座的集合, S E T且 cE T且 S 9 c,
T - S- c表示除 S, c之外的第三个塔座(即 S, c, T
- S- c分别对应于原问题中的 A塔 ~ B塔和 C塔) .

定义 ;令P( z, j, S, c) 表示完成将编号从 z到 j的

圆盘从塔座 S到 c的任务, 其中 l  z  j  n.令

@( n) = @( z, j; l  z j n; P( z, j, S, c) ) 表示完成

将编号从 l到 n的圆盘从塔座 S到 c的任务所包含的

一系列移动圆盘操作.令m( k, S, c) = @( z, j; k z 
j  k; P( z, j, S, c) ) = k/S/c表示完成将编号为 k的

圆盘从塔座 S到 c的移动圆盘操作.令 m( k, f ) 表示

完成将编号为 k 圆盘的第 f 次的移动圆盘操作.令

m(I) 表示在 @( n) = @( z, j; l  z j n; P( z, j, S,
c) ) 的第 I次移动圆盘操作.

PR; 求Hcnozn = @( n) = @( z, j; l  z  j  n;
P( z, j, S, c) ) 所有的移动圆盘操作序列,即 m(I) 在

@( n) 中编号为 k的圆盘从塔座 S到 c的移动圆盘操

作.
2. 2 分划原问题

对后置断言分划原问题 @( n) 为要把编号从 l
至 n号圆盘按要求从 S塔移到 c塔,它等价于先把编

号从 l 号至 n - l 号圆盘按要求从 S塔移到 T- S-
c塔,再把编号为 n号圆盘从 S塔移到 c塔,最后把编

号从 l 号至 n - l 号圆盘按要求从 T- S- c塔到

c塔.

2. 3 构造递推关系

@( n) = @( z, j; l  z  j  n; P( z, j, S, c) ) =
{范围分裂}@( z, j; l  z  j  ( n - l) ; P( z, j, S, T
- S- c) ) + @( z, j; n  z  j  n; P( z, j, S, c) ) +
@( z, j; l  z  j  ( n - l) ; P( z, j, T- S- c, c) ) ;

= {单一范围}@( z, j; l  z j ( n- l) ; P( z,
j, S, T- S- c) ) + M(n, S, c) + @( z, j; l  z j 
( n - l) ; P( z, j, T - S - c, c) ) . (递推关系 l )

令C( n) = C( z, j; l  z j n; P( z, j, S, c) ) 表

示在 P( l , n, S, c) 所包含的一系列移动圆盘操作进

行计数,则 ;
C( n) = C( z, j; l  z  j  n; P( z, j, S, c) ) =

{范围分裂}C( z, j; l  z  j  ( n - l) ; P( z, j, S, T
- S - c) ) + C( z, j; n  z  j  n; P( z, j, S, c) ) +
C( z, j; l  z  j  ( n - l) ; P( z, j, T- S- c, c) ) ;

= {单一范围}C( z, j; l  z j ( n- l) ; P( z,
j, S, T - S- c) ) + C(M( n, S, c) ) + C( z, j; l  z  
j  ( n - l) ; P( z, j, T- S- c, c) ) = 2 > C( n - l)
+ l. (递推关系 2)

因为C( l) = C( z, j; l  z j l; P( z, j, S, c) )
= C(M( l , S, c) ) = l,所以 C( n) = 2n - l.

(规律 l )
令 Dk( n) = D( z; l  z  n; M( k, S, c) E @( z) )

表示编号为 k( l  k  n) 的圆盘移动操作进行计

数,则 ;
Dk( n) = D( z; l  z  n; M( k, S, c) E @( z) ) =

{范 围 分 裂 }D( z; l  z  ( n - l) ; M( k, S, c) E
@( z) ) + D( z; n z n; M( k, S, c) E P( z, z, S, c) ) +
D( z; l  z  ( n - l) ; M( k, S, c) E @( z) ) ;

= {单一范围}D( z; l  z ( n - l) ; M( k, S, c)
E @( z) ) + D(M( k, S, c) E M( n, S, c) ) + D( z; l  
z  ( n - l) ; M( k, S, c) E @( z) ) = 2 > Dk( n - l) .

(递推关系 3)
因 为 Dk( k) = D( z; l  z  k; M( k, S, c) E

@( k) ) = l ,得 Dk( n) = 2n-k. (规律 2)

C( n) = Z
n

k= l
Dk( n) = 20 + 2l + 22 +  + 2(n-l)

= 2n - l,和由递推关系 2 所得结果一致.
@( k + 2) = @( z, j; l  z  j  ( k + 2) ; P( z,

j, S, c) ) = {范围分裂}@( z, j; l  z  j  ( k + l) ;
P( z, j, S, T - S - c) ) + @( z, j; ( k + 2)  z  j  
( k + 2) ; P( z, j, S, c) ) + @( z, j; l  z j ( k + l) ;
P( z, j, T - S - c, c) ) ;

= {单一范围}@( z, j; l  z j ( k + l) ; P( z,
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j S T- S- d) ) + M( k + 2 S d) +  (  j: 1   
j  ( k + 1) :P(   j T - S - d d) ) ;

I {范围分裂  (  j: 1    j  k:P(  j S 
d) ) +  (  j: ( k + 1)    j  ( k + 1) :P(   j S 
T - S - d) ) +  (  j: 1    j  k:P(  j d 
T - S - d) ) + M( k + 2 S d) +  (  j: 1    j
 k:P(  j T- S- d S) ) +  (  j: ( k + 1)    
j  ( k + 1) :P(   j T - S - d d) ) +  (  j: 1   
 j  k:P(  j S d) ) ;

I {单一范围  (  j: 1    j  k:P(  j S 
d) ) + M( k + 1 S T - S - d) +  (  j: 1    j
 k:P(  j d T- S- d) ) + M( k + 2 S d) +  (  
j: 1    j  k:P(  j T - S - d S) ) +
M( k + 1 T- S-d d) +  (  j: 1   j k:P(  
j S d) ) ;

I {范围分裂和单一范围  (  j: 1    j  
( k - 1) :P(   j S T- S- d) ) + M( k S d) +  (  
j: 1    j  ( k - 1) :P(   j T - S -
d d) ) + M( k + 1 S T- S- d) +  (  j: 1    
j  ( k - 1) :P(   j d S) ) + M( k d T- S- d) +
 (  j: 1   j ( k - 1) :P(   j S T- S- d) ) +
M( k + 2 S d) +  (  j: 1    j  ( k - 1) :P(   
j T - S- d d) ) + M( k T- S- d S) +  (  j: 1
   j  ( k - 1) :P(   j d S) ) + M( k + 1 T -
S - d d) +  (  j: 1    j  ( k - 1) :P(   j S T
- S- d) ) + M( k S d) +  (  j: 1    j  ( k -
1) :P(   j T - S - d d) ) . (递推关系 4)

分析递推关系 4 得到在完成 P( 1 k + 2 S d)
任务中圆盘移动操作呈现如下的规律:

 m( k + 2 1) I M( k + 2 S d)  

m( k + 1 1) I M( k + 1 S T - S - d)   

L m( k + 1 2) I M( k + 1 T - S - d d)  

m( k 1) I M( k S d)  
m( k 2) I M( k d T - S - d)  
m( k 3) I M( k T - S - d S)  
m( k 4) I M( k S d) . (规律

 

L 3)
因 为 Dk( k) I 2n-k 令 1  h  2(n-k) 且

 ndexk( h) 表示 m( k h) 在所包含的一系列移动圆盘

操 作中每次编号为 k 的圆盘移动编号. 分析递推关

系 4 得到计算 Indexk( h) 等式.
C(   j: 1    j  ( k - 1) :P(   j S T - S -

d) ) I 2( k-1) - 1 则 Indexk( 1) I ( 2( k-1) - 1) + 1

I 1 > 2( k-1) I 2( k-1) > [2 > 1 - 1];

C(   j: 1    j  ( k - 1) :
P(   j T - S - d d) ) + C(M( k +
1 S T - S - d) ) + C(  j: 1    
j  ( k - 1) :P(   j d S) ) I ( 2( k-1) -
1) + 1 + ( 2( k-1) - 1) I 2 >
2( k-1) - 1 

Indexk( 2) - Indexk( 1) I ( 2 >

2( k-1) - 1) + 1 I 2 > 2( k-1) I 2k

则 Indexk( 2) I 1 > 2( k-1) +

2 > 2( k-1) I 3 > 2( k-1) I 2( k-1) >

 

L [2 > 2 - 1];

C(   j: 1    j  ( k - 1) :
P(   j S T - S - d) ) + C(M( k +
1 S d) ) + C(  j: 1    j  ( k -
1) :P(   j T - S - d d) ) I ( 2( k-1) -
1) + 1 + ( 2( k-1) - 1) I 2 >
2( k-1) - 1 

Indexk( 3) - Indexk( 2) I ( 2 >

2( k-1) - 1) + 1 I 2 > 2( k-1) I 2k

则 Indexk( 3) I 3 > 2( k-1) +

2 > 2( k-1) I 5 > 2( k-1) I
2( k-1)

 

L > [2 > 3 - 1];

C(   j: 1    j  ( k - 1) :
P(   j d S) ) + C(M( k + 1 
T - S - d d) ) + C(  j: 1    
j  ( k - 1) :P(   j S T - S - d) ) I
( 2( k-1) - 1) + 1 + ( 2( k-1) -
1) I 2 > 2( k-1) - 1 

Indexk( 4) - Indexk( 3) I ( 2 >

2( k-1) - 1) + 1 I 2 > 2( k-1) I 2k

则 Indexk( 4) I 5 >

2( k-1) + 2 > 2( k-1) I
7 > 2( k-1) I 2( k-1) >

 

L [2 > 4 - 1];
--
Indexk( h) - Indexk( h - 1) I ( 2 > 2( k-1) - 1)

+ 1I 2> 2( k-1) I 2k 则 Indexk( h) I 2( k-1) > [2 >

h - 1] ( 1  h  2(n-k) ) . (规律 4)
综合以上递推关系和分析结果 可以得到如下

圆盘移动规律.
规律 1: C( n) 表示 P( 1 n S d) 所包含移动圆盘

移动操作的总次数为 2n - 1.
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规律 2: k( n) 表示在  ( 1, n, s, c) 所包含的一

系 列 移 动 圆 盘 操 作 中 编 号 为 k 的 圆 盘 移 动 次 数 为

2n-k.
规律 3: 编号为 k 的圆盘下一次被移动时, 是从

该圆盘前一次被移动的目的塔移到该圆盘前一次被

移 动中没有使用过的塔上. 编号为 k 的圆盘第一次

被 移动是在总移动中的第 2k-1 次, 并且当 n - k 为偶

数 时, 它是从 A 塔移到 C塔; 当 n - k 为奇数时, 它是

从 A 塔移到 B 塔.
规律 4: InceIk( h) 表示 m( k, h) 在所包含的一

系列移动圆盘操作中每次编号为 k 的圆盘移动编号

为 2( k-1) > [2 > h - 1 . 编号为 k 的圆盘前后两次被

移动时, 在总的移动次数中相差 2k 次.
根据上述 4 条规律求解 m(I) 在 @( n) 中编号为

k 的圆盘从塔座 s到 c移动圆盘操作( k/s/c) . 首先由

规律 1 可知 1  I  2n - 1. 将其展开有: I =

 
n-1

z= 0
( az > 2z) = ( an-1 > 2n-1) + ( an-2 > 2n-2) +

 + (ak > 2k) + ( ak-1 > 2k-1) +  + (a1 > 21) +
( a0 > 20) , 而 InceIk( h) = 2( k-1) > [2 > h - 1 =
( an-1 > 2n-1) + ( an-2 > 2n-2 +  + (ak-1 >

2k-1) +  
k-2

z= 0
( 0 > 2z) = ( ( an-1 > 2n-k) +  + (ak >

21) + ( ak-1 > 20) ) > 2k-1.
由规律 4 可得: h = [( an-1 > 2n-k) +  + (ak

> 21) + ( ak-1 > 20) + 1 /2, 其中 1  h  2(n-k)  
ak-1 = 1  V ( j: 0  j  ( k - 2) : aj = 0) . 因为 ak-1

= 1, 所以该 h 表达式中的分母肯定可以被 2 整除,
从而结果肯定是整数, 将 ak-1 = 1 代入表达式中得

到以下结果.
h = [( an-1 > 2n-k) +  + (ak > 21) + ( 1 >

20) + 1 /2 = [( an-1 > 2( n-k) ) +  + (ak >

21)  /2 + 1 =  
n-1

j= k
( aj > 2( j-k) ) + 1.

m(I) = m( k, s, c) = k/s/c 的 圆 盘 号 k =
max( b: 1  b  n: I mOd 2( b-1) = 0) , 即 k 为 I 二进

制表达形式中从左到右的第一个值为 1 的二进制数

位置. 由此, 当已知 I时可以求出对应的圆盘号 k, 并

严格符合规律 4 即编号为 k 的圆盘前后两次被移动

时, 在总的移动次数中相差 2k 次. 当 I~ k 均已知时,
m(I) = m( k, h) 算出是第 h 次移动 k 号圆盘, h 表达

式中的 
n-1

j= k
( aj > 2( j-k) ) 值为 I 整除 2k 之后的余数,

则 h = I
2k + 1, 并 且 因 为 1  I  2n - 1, 得 到

max( h) = [2
n - 1
2k + 1 = 2( n-k) , 严格符合规律 2 中

描述的在  ( 1, n, s, c) 所包含的一系列移动圆盘操

作中编号为 k 的圆盘移动次数为 2n-k.
规律 3 中描述编号为 k 的圆盘第一次被移动是

在总移动中的第 2k-1 次, 并且当 n - k 为偶数时, 它

是从 A 塔移到 C 塔; 当 n - k 为奇数时, 它是从 A 塔

移到 B 塔.
m( k, 1) = k/s/c =

s = A  c = B, if ( n - k)mOd2 9 0{ s = A  c = C, if ( n - k)mOd2 = 0
.

规律 3 中描述编号 为 k 的 圆 盘 下 一 次 被 移 动

时, 是从该圆盘前一次被移动的目的塔移到该圆盘

前一次被移动中没有使用过的塔上.
m( k, h) =

k/s/c, zf h mOd 3 = 1,
k/c/ (T - s - c) , if h mOd 3 = 2, 

 

 k/ (T - s - c) /s, if h mOd 3 = 0.
2. 4 构造 Hanoi 塔问题非递归算法

prOgram hanOi;
Var k, n, x, h: integer; S, d, m: char;
begin

1. k = = 1;
2. S= = ' A' ;
3. Writeln ( ' 求 hanOi 问 题  要 求 hanOi 问 题

规模即圆盘数I " ) ;
4. read( n) ;
5. Writeln ( ' 求 hanOi 问 题  要 求 hanOi 问 题

操作步I " ) ;
6. read( x) ;
7. dO x mOd 2 = 0
8. x= = x/2;
9. k = = k+ 1;
10. Od;
11. if ( ( ( n-k) mOd 2) = = 0) -d= =  C ; m=

=  B ;
12. [ ( ( ( n-k) mOd 2)!"0) -d = =  B ; m

= =  C ;
13. f i;
14. h= = ( x+ 1) /2;
15. if ( h mOd 3= = 0) -Writeln( k, m, S) ;
16. [ ( h mOd 3= = 1) -Writeln( k, S, d) ;
17. [ ( h mOd 3= = 2) -Writeln( k, d, m) ;
18. f i;

end.
( 下转第 351 页)

543孙凌宇等: 分划递推法在 #anOi 塔问题上的应用



表1 MSE 和 ISNR 评价数据

插值方法
直接复原 插值复原

MSE ISNR MSE ISNR

双线性插值 0. 0126 1. 1111 0. 0129 0. 9890
双三次插值 0. 0127 0. 6803 0. 0126 0. 7067

( a) ( b)

( c) ( d)
图4 插值和复原图像

( a)双线性插值 g1( 256> 256) ; ( b) g1的复原图像( 256>
256 ) ; ( c) 双三次插值 g2( 256> 256) ; ( d) g2的 复 原 图 像 ( 256
> 256)

3 结论

本文采用直接复原方法和插值复原方法对单幅

欠采样低分辨率模糊图像进行复原实验 O 直接方法

是 直 接 采 用   L 法 进 行 图 像 复 原9插 值 复 原 方 法

是先对要复原的图像进插值预处理9提高图像采样

分辨率9然后再采用   L 法进行图像复原 O 实验结

果显示9两种方法对欠采样模糊图像的复原9效果相

同9主观视觉和评价数据十分接近 O 这表明9通常用

于单画幅欠采样模糊图像复原预处理的线性插值没

有起到提高复原效果的作用 O
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3 算法比较分析

尽管递归过程结构清晰和可读性强9但根据圆

盘移动规律可以推断出递归求解算法时间复杂度为

O( 2n) 9 同时因为递归程序借助堆栈实现参数保存9
参 数 传 递 等 工 作 导 致 递 归 求 解 算 法 空 间 复 杂 度 较

高 O 例如当求解该问题的圆盘数 n 达到649至少需要

移动264-1= 1. 8> 1019次9若用现代电子计算机1微

秒移动一次9运行时间大致为100万年9需占用最大

递归层次为64的存储空间 O 而我们推导出的非递归

算法第8步和第9步最坏情况下执行了 n 次9从而对

应的时间复杂度为 O( n) O 因为该非递归算法仅仅使

用变量寄存结果信息9并且与问题规模 n 无关9从而

占用存储空间少 O 本文中的非递归算法和递归算法

在 UNIX 平台下用 C 语言全部实现 O 在一定问题规

模下非递归算法和递归算法的运行结果一致9反映

出了非递归算法的正确性9而且在对两个算法运行

时间和消耗内存评估中9实验数据反映出非递归算

法的效率高 ~ 占用存储空间少的特点 O

4 结束语

本文采用分划递推法通过功能归约变换9形式

化推导和证明  anoi 塔问题中圆盘的移动规律9从

而推导出占用存储空间与圆盘个数无关的非递归算

法9不仅效率高 ~ 而且占用存储空间少9同时也保证

了该算法的正确性9显示了形式化推导在获得高效

和正确性的算法程序中的作用 O
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