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摘要: 基于 Mallat 的多分辨分析理论 利用小波的传递函数构造法 构造出一种新的任意阶 B 样条小波. 新构

造出的样条小波表达式简单 且两尺度序列及其对偶很容易求得 . 该方法易于对信号进行小波分解与重构 .
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Abstract: Based on Mallat ' s multi-resolution analysis the arbitrary order B-spline wavelet is
constructed by using the method of construction of wavelet f rom their transfer functions. The B-
spline wavelets have simple expressions and the two-scale seguences and their dual are easily
obtained. The decomposition and reconstruction algorithms of signals are easily realized using the
present method.
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小波基的构造是小波分析的一个重要的研究方

向 小波母函数的数量和种类有很多 在小波的应用

中人们常常根据所处理的信号特征来构造或者选取

最佳的小波基函数. 因此 小波的构造无论对于理论

分析还是应用研究都具有重要的意义 而样条小波

是一种常用的具有显示表达式的小波基函数 利用

多分辨分析构造出的样条小波 其表达式较为繁杂 
文献[1]从小波与尺度函数的传递函数出发 给出了

构造小波母函数及尺度函数的方法 并以此为起点 
取小波与尺度函数的传递函数分别为 G(c) =

- e-zcsin2 c
2  H(c) = e-zccos4 c

2  构造了一个非正

交小波 进一步推广得到了一类非正交的小波. 本文

基于小波的传递函数构造法构造出的一类非正交的

样条小波及其对偶 这种构造方法简单 而且用此方

法可根据具体问题的需要构造出性质更好的非正交

的样条小波.

1 小波函数 尺度函数及其传递函数的关系

设小波  ( ) 的尺度函数为  ( )  其两尺度序

列为   =    }  则尺度函数的传递函数是

H(c) = 1
2     

  e-z c 两 尺 度 符 号 为  ( ) =

1
2   

     其中  = e-z c2  设小波  ( ) 的两尺度序列

为    =    }  则小波函数的传递函数是 G(c) =
1
2     

  e-z c 两尺度符号为  ( ) = 1
2   

     其中  

= e-z c2  它们满足两尺度方程:

  ( 2c) = H(c)  ( c)
  ( 2c) = G( c)   ( c)

或
  ( c) =  ( )  ( c

2 )

  ( c) =  ( )  ( c
2
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和
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矩阵 M( ) =
 ( )  (-  )
 ( )  (-  )

为两尺度矩阵.

定理 1. 1[2] 给定序列   =    }     =   
 }  则  ( -  )   ( -  ) =    } 是 V1 的 一 个

Riesz 基如且仅如对于所有的 |  | = 1 两尺度矩阵

M( ) 是可逆的 即 detM( ) z 0.



2 一种新的样条小波的构造

2. 1 一种新的样条小波构造法

令 Zm( x) = Zm-1( x)  Z1( x)  其中 Z1( x) 是区间

[0 1]上的特征函数 Zm( x) 为 m 阶的 B样条 其支

集为[0 m] Zm( x) 可以作为一个尺度函数而生成一

个 多 分 辨 分 析[Z] 当 m  Z 时 由 于 
kE  
I Ẑm( -

ZkT) I Z $ 1 故 m  Z 时 Zm( x) 不再是正交尺度函

数 此时若要由 Zm( x) 去构造正交样条小波 首先将

Zm( x) 正交化.在此过程中求傅立叶逆变换较繁琐 
而在工程应用中 非正交小波应用于电力系统故障

暂态信号分析 已取得了较好的效果[1].因此研究非

正交 小 波 的 构 造 无 疑 是 有 意 义 的. 而 以 样 条 函 数

Zm( x) 为尺度函数构造小波 由定理 1. 1 可知 只需

构造 序 列 { Gn = n E  }  使 得 对 于 任 意 的 I  I = 1 

M( ) =
P( ) P(-  )
G( ) G(-  )

v 0 从而得到构造样条

小波的步骤如下 ,
( 1) 以样条函数 Z( x) 为尺度函数 由两尺度方

程 Ẑ( Z ) = H( ) Ẑ( )  得 到 尺 度 函 数 的 传 递 函 数

H( )  直接展开 H( )  得到两尺度序列 {Pn = n E
 } ;

( Z ) 构造小波传递函数 G( )  直接展开 G( )  
求出序列{ Gn = n E  }  使得两尺度符号 G( ) 满足对

于任意的 I  I = 1 detM( ) =
P( ) P(-  )
G( ) G(-  )

v

0;
( ) 由两尺度序列{ Gn = n E  } 和小波方程

Î( ) = G(  Z Ẑ(
 
Z )

可求得小波 Î( )  通过取傅立叶

逆变换就可得出小波 I(x) .
2. 2 两个简单样条小波的构造

由 Z - 1 节中构造小波的 步 骤 我 们 以 样 条 函 数

Zm( x) (m  Z) 为尺度函数来构造样条小波.

( 1) 取尺度函数 ZZ ( x) 为二阶  样条 即

ZZ ( x) =
x 0  x < 1 
Z - x 1  x < Z 
0 其他

<
(

L  

则由 ẐZ ( ) =
Sin  Z
 

 

L

1

 Z

Z

( e-z
 
Z ) Z 及 HZ(  Z ) =

Ẑ( )

Ẑ(  Z )
= ( coS  4 )

Z ( e-z
 
4 ) Z = ( e

-z 4 - ez
 
4

Z ) Z ( e-z
 
4 ) Z 知 

尺度函数的传递函数为 , HZ ( ) = ( e-z
 
Z coS  Z )

Z =

( 1 - e
-z 

Z ) Z  两尺度符号 PZ ( ) = ( 1 -  Z ) Z ;取小波

传递函数为 GZ ( ) = - ze-z
 
Z Sin  Z = -

1 - e-z 

Z  则

GZ ( ) = (- 1 -  Z ) 且当 I  I = 1时 有 detM( ) =

1
Z Z ( 1 -  )

Z 1
Z Z ( 1 -  )

Z

- 1
Z ( 1 -  ) - 1

Z ( 1 -  )
= -  

ZZ ( 
Z -

 ) v 0 故两尺度序列{ Gn} = ( G0 G1} = {- 1 1} 可

以用来构造小波 于是 Î( ) = G(  Z ) Ẑ(
 
Z ) =

- 1
4 ( z ) e

-z  4 [
Sin  4
 
4

]  两 边 取 傅 立 叶 逆 变 换 得 ,

I( x) = - 1
4
 
 x 

    (x-  
4 )  

其中  ̂( ) =
Sin  4
 
4

 

经计算得相应的小波函数为

IZ ( x) =

- Zx -  
4  x <-

1
4  

 - 4x - 1
4  x <

1
4  

 - Zx 14  x <
 
4  

0 其他

<

(

L .
( Z ) 取尺度函数 Z ( x) 为三阶  样条 即

Z ( x) =

xZ

Z  0  x < 1 

 
4 - (x -

 
Z )

Z  1  x < Z 

1
Z ( x -  )

Z  Z  x <   

0 其他

<

(

L  

则由 ẐZ ( ) =
szn  Z
 

 

L

1

 Z

 

( e-z
 
Z )  及 H (  Z ) =

Ẑ ( )

Ẑ (  Z )

得尺度函数的传递函数为 , H ( ) =

( e-z
 
Z coS  Z )

 = ( 1 - e
-z 

Z )  且 P ( ) = ( 1 -  Z )   取

小 波 传 递 函 数 G ( ) = - ( ze-z
 
Z Sin  Z )

Z = -

( 1 - e
-z 

Z ) Z  则 G ( ) = - ( 1 -  Z ) Z 且当 I  I = 1时 

detM( ) =
( 1 -  Z )  ( 1 -  Z )  

- ( 1 -  Z ) Z - ( 1 -  Z ) Z
= -

[Z ( Z - 5) - Z0] v 0 故两尺度序列{ Gn} = {G0 
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g1, g2} = {- 1
2 , 1, -

1
2 }

可以用于构造小波,于是

由  ̂( G) = G( G2 ) Ẑ(
G
2 ) = -

1
16( zG)

2e-z
5G
4 [
Sin G4
G
4

]5 两

边取傅立叶逆变换可得相应的小波为

 (1) = - 1
16

C
C1 2b

 b b b b( 1 - 5
4 ) ,

其 中

b̂( G) =
Sin G4
G
4

.

2. 3 任意阶样条小波的构造

一般地, m 阶的样条函数作为尺度函数时, 尺

度 函 数 的 传 递 函 数 为 , Hm( G) = ( e-z
G
2 cOS G2 )

m =

( 1 - e
-zG

2 ) m,两尺度符号为 pm( ) = ( 1 -  2 ) m 取小

波的传递函数为 , Gm( G) = - ( ze-z
G
2 Sin G2 )

m-1 =

- ( 1 - e
-zG

2 ) m-1,则 gm( ) = - ( 1 -  2 ) m-1,其中

m 2 2.由计算知[4],当 m = 21(偶数) 时,

detM( ) = p( ) p(-  )
g( ) g(-  ) =

( 1 -  2 ) 21 ( 1 -  2 ) 21

- ( 1 -  2 ) 21-1 - ( 1 -  2 ) 21-1
=

- [( 1 -  )
41-1 - ( 1 -  ) 41-1

241-1 ] 
当 m = 21 - 1(奇数) 时,

detM( ) = p( ) p(-  )
g( ) g(-  ) =

( 1 -  2 ) 21-1 ( 1 -  2 ) 21-1

- ( 1 -  2 ) 21 - ( 1 -  2 ) 21
=

- [( 1 -  )
41-1 - ( 1 -  ) 41-1

241-1 ].
显然,在 I  I = 1上, ( 1 -  ) 与( 1 -  ) 的实部

一 个大于等于 1 而另一个却小于等于 1(不同时 为

1) ,因此( 1- ) 41-1 - ( 1- ) 41-1 7 O,从而在 I  I =

1上 detM( ) =
p( ) p(-  )
g( ) g(-  )

均不等于零,由定

理 1. 1 知,以上的传递函数能够用来构造样条小波.
于 是 得 到 以 Zm( 1 ) 为 尺 度 函 数 的 两 尺 度 符 号

为 , pm( ) = ( 1 -  2 ) m,小波的两尺度符号为

gm( ) = - ( 1 -  2 ) m-1,两尺度序列分别为 ,

{pn = n E  } = {
C n
2n-1 = n E  

- } , { gn = n E  } =

{ (- 1)
 -1C n-1
2n-2 = n E  - } , 进 一 步 地 由 构 造 方 程

 ̂( G) = G( G2 ) Ẑ(
G
2 )

可构造出相应的小波  (1) .

以上构造方法简单, 且 很 容 易 得 到 其 解 析 式,
用此构造方法可根据应用的需要构造出其他形式的

非正交的样条小波.
2. 4 对偶尺度函数与对偶小波的构造

由以上构造方法得到两尺度序列{pn = n E  } ,
{ gn = n E  } 后,对任意输入的信号 f( 1 ) ,可由分解

算法 GJ-1n = Z
 
p -2nGJ , CJ-1n = Z

 
g -2nGJ 对信号 f( 1 )

进 行 分 析, 而 重 构 算 法 为 GJ = Z
n
[p~ -2nGJ-1n -

g~ -2nCJ-1n ],为重构原信号需构造其对偶序列

{p~n = n E  } , { g~n = n E  } , 为此引入如下定义和引

理.
定义 2. 4. 1[B] 两尺度符号 p( ) 和 p~( ) 称为

是彼此对偶的,如果它满足恒等式

p( ) p~( ) - p(-  ) p~(-  ) = 1, I  I = 1.
( B )

引 理 2. 4. 1[B] Z( 1 ) , {VJ} JE  和 Z~( 1 ) , {V~J} JE  
是两个多分辨分析, p( ) 和 p~( ) 分别是对应的两尺

度符号,如果 Z( 1 ) 与 Z~( 1 ) 是一对对偶尺度函数,则

p( ) 和 p~( ) 也相互对偶.
引理 2. 4. 2[B] 如果 p( ) 和 p~( ) 是相互对偶

的 两 个 容 许 的 两 尺 度 符 号, 即 p( ) =

( 1 -  2 ) NS( ) , p~( ) = ( 1 -  2 ) N
~
S~( ) , I  I = 1且满

足max
I  I = 1
I S( ) I < 2N-

1
2 , max

I  I = 1
I S( ) I < 2N

~- 12 , 则 由

Ẑ( G) = H
-O

 = 1
H( G2 ) , Ẑ

~ ( G) = H
-O

 = 1
G( G2 )

确定的尺度

函数 Z( 1 ) 与 Z~( 1 ) 相互对偶.
引理 2. 4. 3 如果尺度函数 Z( 1 ) 与 Z~( 1 ) 相互

对偶,且 g( ) 与 g~( ) 满足 p( ) p~( ) -

p( - ) p~(-  ) = 1, g( ) g~( ) - g(- ) g~(-  ) =

1, p( ) g~( ) - p(-  ) g~(-  ) = O, g( ) p~( ) -

g(-  ) p~(-  ) = O, 即 M( ) M~T( ) = 1, 则 由

 ̂( G) = g( ) Ẑ( G2 )

^ ~ ( G) = g
~( ) Ẑ~ (

G
2

<

(

L )
确定的  (1) 与  ~( 1 ) 是相互

对偶的小波,即 <  mn,   l >= 8m - 8nl.且具有正交

性 , < Zmn,  ~mJ >= O, < Z~mn,  mJ >= O对任意的 m,
n, J E  成立.这个正交性也可表述为 Vm J W~m, V~m
J Wm.
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证明 6mn = < ZOn Z~Om >=
1
ZT 

-O

 O
Ẑ( w)  /~ ( w) 

(n m)
dw =

1
ZT 

ZT

O EkE  
Ẑ( w - ZkT)  Z~ ( w - ZkT) 

(n m)
dw@

E
kE  

Ẑ( w - ZkT)  Z~ ( w - ZkT) = 1对于 w E R 几乎处

处成立[3].

< /On /~Om >= 1
ZT 

-O

 O
/̂( w)  Z~ ( w) e

z( m n) wdw =

1
ZT 

ZT

O EkE  
Ẑ( wZ - kT)   Z~ (

w
Z - kT) g( e z( wZ -kT) )  

g~( e z( wZ -kT) ) ez( m n) wdw = 1
ZT 

ZT

O
{ g( ) g~( ) - g(  )  

g~(  ) ]ez(m n) wdw = 6mn.
同理可证 < Zmn /~mj >= O < Z~mn /mj >= O.
最后证明 < /mn /~jk >= 6mj6nk.
若 m < j 则 /mn( ) E Wm C Vj 而 Vj J W j 

所以 Vj 中的元素都与 /~jk( ) 正交.所以 m< j 时 <
/mn /~jk >= O.同理 m > j 时 < /mn /~jk >= O m =

j 时由以上证明知 < /mn /~jk >= 6nk.所以有 < /mn 
/~jk >= 6mj6nk.

由  ( )    ( ) =  =    ( ) ( )  即

 ~( ) g~( )

 ~(  ) g~
 

 

 

 (  )
  ( )  (  )[ ]g( ) g(  ) =

1 O[ ]O 1 @

 ~( ) ( ) - g~( ) g( ) = 1

 ~( ) (  ) - g~( ) g(  ) = O

 ~(  ) ( ) - g~(  )g( ) = O

 ~(  ) (  ) - g~

<

 

L (  )g(  ) = 1

@

 ~( )  ( ) - g~( ) g( ) = 1
 ~( )  (  ) - g~{ ( ) g(  ) = O

 ( 4)

在这里 序列{ n}  { gn}  { ~n}  { g~n} 是有限的 所以可

以假 定  ( )  g( )   ~( )  g~( ) 都 是 多 项 式. 于 是 由

式( 4) 中第一个等式得出 ( ) 与g( ) 没有公共的零

点 从而由式( 4) 的第二个等式推出:

g~( ) =  ~(  )R( )   ~( ) =  g(  )R( )  
( 5)

其中 R( ) 是某个多项式.
将式( 5) 代入式( 4) 的第一个等式得:
R( ) [ (  ) g( )   ( ) g(  ) ] = 1 ( 6)

由于括号内是一个单项式 而用 R( ) 除常数得到一

个多项式 所以 R( ) 只能是一个单项式 即

R( ) = a k k E   ( 7)
对于某个 a E $ 成立 由式( 7) 和式( 5) 得:

g~( ) = a k  (  )   ~( ) =  a k g(  )  ( 8)
特别地取 a = 1 k = 1 得

g~( ) =   (  )   ~( ) =   g(  )  ( 9)
即

g~n = ( 1) n 1  1 n  ~n = ( 1) n g1 n ( 1O)

Z . 3节已求得两尺度序列{ n= n E  } = { C
k
n

Z n 1 = n E

 -}  {gn = n E  } = { ( 1) k-1Ck
n 1

Z n Z = n E  -}  由式

( 1O) 可求得序列{ ~n} 和{ g~n}  从而对于任意非负整

数 m 有  ~m( ) = ( 1 -  
Z ) m 1  1

 m Z =

( 1 -  
Z ) m 1S~( )  其中 S~( ) = 1

 m Z g g~m( ) =

(  1) m 1
 m 1 (

1   
Z ) m 而  m( ) = ( 1 -  

Z ) m =

( 1 -  
Z ) mS( )  其中 S( ) = 1. 可见  m( ) 和  ~m( )

都是容许的两尺度符号[3] 且满足max
   = 1

 S( )  =

1 = ZO < Zm 1 1
Z  max

   = 1
 S( )  = 1 = ZO < Zm 

1
Z  其中

m  Z 由 引 理 Z . 4. Z 知 由 两 尺 度 方 程

 Z~ ( w) =  ~( )  Z~ (
w
Z )

Ẑ( w) =  ( ) Ẑ( wZ

<

 

L )
确 定 的 尺 度 函 数 是 相 互 对

偶的 由 引 理 Z . 4. 3 知 由
/̂( w) = g( ) Ẑ( wZ )

 /~ ( w) = g~( )  Z~ (
w
Z

<

 

L )
确

定的小波函数 /( ) 和 /~( ) 也是相互对偶的. 故由

已 知序列{ n= n E  }  {gn = n E  }  利用公式 g~n =
( 1) n 1  1 n  ~n = ( 1) n g1 n 可直接求出相应的

对偶序列{ ~n= n E  }  {g~= n E  }  并由两尺度方程

 Z~ ( w) =  ~( )  Z~ (
w
Z )

/̂( w) = g~( )  Z~ (
w
Z

<

 

L )
可 求 出 对 偶 尺 度 函 数 和 小

波.

3 结束语

本文基于小波的传递函数构造法构造的样条小

波 很容易求得相应两尺度序列 (小波分解序列)及

其对偶序列(重构序列)  这对于小波的理论和应用

研究都具有重要的意义.
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