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摘要:使用 3 个算法 ,给出 5 个 Van der Waerden 数 W( 3, g) 的准确值:W( 3, 4) = 18, W( 3, 5) = 22, W( 3, 6)

= 32, W( 3, 7) = 46, W ( 3, 8)= 58.
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Abstract: Three algorithms are used, and f ive accurate values for Van der Waerden number
W( 3, g) are obtained as follows: W( 3, 4) = 18, W( 3, 5) = 22, W( 3, 6) = 32, W( 3, 7) = 46,
W( 3, 8) = 58.
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1 本文的主要结果

定义 1 Van der Waerden 数 是 具 有 下 述 性 质

的最小正整数 z:给定 n 2 2 个正整数 k1 , k2 , , kn ,
在 自 然 数 集[z] = { 1, 2, ,z} 的 任 意 n- 部 分 拆

Tn( [z]) = {S1 , S2 , , Sn} 中,必有一个子集 Sz( 1{
z { n) 含 kz 个元素构成的等差数列.

Van der Waerden 定 理[1~ 3]证 明 了 上 述 正 整 数

z 的存在性. 我们记这样的 Van der Waerden 数为

W( k1 , k2 , , kn) .特别地,当 k1 = k2 =  = kn = k
时, 一般的文献都记为 W( k, n) . 在这里,我们参照

文献[4]中关于 Ramsey 数的记法,简记为 Wn( k) .
Van der Waerden 定 理 是 Ramsey 理 论 的 重 要

组成部分, Van der Waerden 数的计算也是组合数学

中 非 常 困 难 的 问 题. 虽 然 迄 今 尚 未 见 到 学 术 界 在

Ramsey 数的计算方面有取得重大突破的迹象,但探

索 小 Ramsey 数 的 准 确 值 及 其 上 ~ 下 界 却 是 学 术 界

的 一 个 热 门 课 题, 迄 今 记 录 小 Ramsey 数 研 究 成 果

的 动 态 综 述 论 文[4]已 更 新 至i 10 版. 关 于 小 Van
der Waerden 数的研究,理应像 Ramsey 数那样获得

学术界的重视,但实际上其研究进展却极其缓慢.迄
今已知的非平凡的小 Van der Waerden 数的准确值

只 有 如 下 5 个, 并 且 都 是 Wn( k) 类 型 的:W2( 3) =
9, W2( 4) = 35, W2( 5) = 178, W3( 3) = 27, W4( 3)
= 76.

对于 W2( k) 的界,文献[3]收录有如下公式:

W2( k) 2 2k

2 k -
1
k .

W2( k) { T( 2W2( k - 1) ) .
其中 T( n) 称 为 2 的 塔 幂 函 数, 定 义 为 T( 1) = 2,
T( n) = 2T( n-1) .

R. L. Graham[2] 猜想 W2( k) { T( k) .即使这一

猜想获得证实,由于T( n) 的递增速度远超过指数函

数,因而 W2( k) 的这个上界和已知的准确值或下界

比较起来相差极大.例如 T( 3) = 24 = 16> W2( 3)
= 9,T( 4) = 216 = 65536>W2( 4) = 35,而T( 5) =
265536 则远远大于W2( 5) = 178. Van der Waerden定

理中肯定其存在的数W2( k) 的定量性质仍然是对数



学家的一大挑战[3].
至于 k1 a k2 的小Van der Waerden数W(k1* k2D

的准确值或其上下界 * 迄今尚未见有文献报道.本文

的主要结果是

定理 1 W( 3* 4D = 18* W( 3* 5D = 22* W( 3* 6D
= 32* W( 3* 7D = 46* W( 3* 8D = 58.

这些结果是本文首次报道的.

2 计算 W(k1* k2D下界的算法

定义 2 给定整数 P2 5与自然数集[P]= {1*
2*  * P} 的 2-部分拆 T2( [P]D = {S1* S2} * 其中 S1 与

S2 均非空集.对于任一 cj E Sz* 如果在 Sz 中最多有 Z
2 3个数 cj < cj+ 1 < <cj+ Z-1 构成一个等差数列 *
我们就记为 Zz( cjD = Z.约定 * 如果以 cj 为首项的等差

数 列不存在 * 那么当 I Sz I = 1 时令 Z( cjD = I Sz I * 当

I Sz I 2 2时令 Z( cjD = 2.令 Z( SzD = maX{ Z( cjD I cj E
Sz} 并称之为 Sz 的赋值.

显然 * 对于任意非空数集 Sz  [P]以及任一 cj
E Sz* Z( cjD 与 Z( SzD 都是明确定义的.根据定义 1 与

定义 2* 显然有

定 理 2 对 于 数 集 [P] 的 一 个 2- 部 分 拆

T2( [P]D = S1 U S2* 如果 61 = Z(S1D * 62 = Z(S2D * 则有

W(61 + 1* 62 + 1D 2 P + 1. /
据此 * 我们有

算法 1 该算法是计算W(k1* k2D 下界的算法 *
步骤如下 ;

步骤 1;给定整数 P 2 5与参数集 S1  [P].令

z = 1.
步骤 2;如果 S = I Sz I g 2* 令 6z = S* 转到步骤

7;否则 * 把 Sz 中的元素按从小到大的顺序排列 ; c1 <
c2 <  < cS* 作成全序集(Sz* <D .令 6z = 0* j = 1.

步骤 3;令 d = cj+ 1 - cj* c= d + cj+ 1* k = j +
2* 6 = 2.

步骤 4;如果 c = ck* 令 6= 6+ 1* c = c+ d* k
= k + 1.如果 k g S* 转到步骤 4.

步骤 5;如果 6z < 6* 令 6z = 6.如果 6 2 3* 打印

首项为 cj 公差为 d的 6项等差数列.
步骤 6;令 j = j + 1* 如果 j g S- 2* 转到步骤

3.
步骤 7;令 Z( SzD = 6z.
步骤 8;令 z = z + 1.如果 z = 2* 令 S2 = [P]-

S1 转到步骤 2.
步骤 9;打印 W(61 + 1* 62 + 1D 2 P + 1.运算

结束.

在算法 1 中 * 由步骤 4 输出的 6便是 cj 的赋值

Z( cjD * 进入算法步骤 7中的 6z 便是Sz 的赋值 Z( SzD .在

步骤 5 中 * 如果 6 2 3* 那么打印出来的首项为 cj 公

差为 d的 6z 项等项数列是全序集(Sz* <D 中第一个

长为 6z 的等差数列.
容易看出 * 步骤 7给出的 Z( SzD = 6z 便是 Sz 的赋

值.以下在引用算法 1 的步骤 2 至步骤 7 计算 Z( SzD
时 * 简称~计算 Z( SzD ' .

例 1 令 P = 5* S1 = { 1* 2* 4* 5} * 则 S2 = [5]
- S1 = { 3} * 由算法 1得到 61 = Z(S1D = 2* 62 = Z(S2D
= 1* 据定理 2 有 W( 3* 2D 2 6.

不 难 证 明 * 对 于 数 集 [6] 的 任 意 2- 部 分 拆

T2( [6]D = {S1* S2} * 都有 Z( S1D 2 3或者 Z( S2D 2 2*
故有 W( 3* 2D g 6.即得 W( 3* 2D = 6.

我 们 以 这 个 结 论 为 起 点 * 在 假 设 已 知 W(k1*
k2 - 1D的情况下 * 探索 W(k1* k2D 的下界 ~ 上界和准

确值.

s P的子集

给定整数 k2 2 k1 2 3* 以及 P>W(k1* k2 - 1D .
记[P]的所有非空真子集的集为 P.据 W(k1* k2D 的

定义 * 显然有

引理 1 如果对于任意 S1  P与 S2 = [P]-
S1* 都有 Z( S1D 2 k1 或者 Z( S2D 2 k2* 那么 W(k1* k2D

g P. /
注意到 I PI = 2P - 2* 当 P稍大时 I PI 就已很

庞大了 * 因此据引理 1 求 W(k1* k2D 的上界是很困难

的.在此 * 我们用 P的子集取代引理 1 中的 P.
定义 s 设 S1 = {c1* c2*  * cS} E P* 称 I S1 I =

S为 S1 的长度 * 称 j(S1D = maX{cj+ 1 - cj I 0 g j g S}
为 S1 的步长.这里 c1 < c2 <  < cS* 并约定 c0 = 0*
cS+ 1 = P + 1.

定义 4 对于数集[P]的任意一个 2- 部分拆

T2( [P]D = S1 U S2* 设 c E S2* 令 S%z = Sz U {c} *

S%2 = S2 - {c} * 称 为 从 T2( [P]D = S1 U S2 到

T2( [P]D = S%z U S%2 的一次调整 * 简称为对Sz 增加长

度的调整.
显然 * 增加 S1 的长度 * 不会减小其赋值 * 也不会

增大其步长 * 并且不会增大 S%2 的赋值.即有 Z( S%1 D

2 Z(S1D * j(S%1 D g j(S1D * Z( S%2 D g Z(S2D .容易证明

引理 2 如果 S1 E P满足 Z( S1D g k1 - 1并且

可作增加长度的调整使 Z( S%1 D 达到或者保持为 k1 -
1* 那么这样的调整只可作有限次 * 此后的任何增加
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长度的调整都会使 z< S%1 ) > k1  1. /
定义 5 对于任意 S1 E P* Sz E G当且仅当它

满足条件

< 1) j< S1) S k2;
< 2) z< S1) = k1  1* 并且对 S1 的任何增加长度

的调整都会增加其赋值.即对于任何  G S1* 令 S%z
= Sz U { } * 都有 z< S%1 ) > z< S1) .

引理 s 如果对于任意 S1 E G* 数集 S2 = [P]
 S1 的赋值 z< S2) > k2* 那么对于[P]的任一 2-部分

拆 T2< [P]) = S1 U S2* 必有 z< S1) > k1 或者 z< S2) >
k2.

证明 用反证法.如若不然 * 假设存在 T2< [P])
= S1 U S2 使 z< S1) S k1  1 并且 z< S2) S k2  1*
则由引理 2 的给定条件可知 S1 G G.有如下情形:

i) S1 满足定义 5 的条件< 2) 而不满足条件< 1) *
即 j< S1) > k2 + 1.那么 * 至少有一个 j<其中 O S jS
S) 满足 j+ 1   j > k2 + 1* 此时令 C= [ j + 1*  j+ 1
 1]* 则CCS2* 并且数集C中的 I CI 个数构成公差

为 1 的等差数列 * 故有

z< S2) > I CI = < j+ 1  1)  < j + 1) + 1 =

< j+ 1   j)  1 > < k2 + 1)  1 = k2.
这与假设的 z< S2) S k2  1 矛盾.

ii) S1 满足定义 5的条件< 1) 而不满足条件< 2) *
即 j< S1) S k2* z< S1) S k1  1* 并且对 S1 可作增加长

度的调整使 z< S%1 ) S k1  1.
据引理 2* 对S1 作有限次增加长度的调整 * 由 2-

部 分拆 T2< [P]) = S1 U S2 得到 T2< [P]) = S%1 U S%2
时 * 可使 z< S%1 ) = k1  1并且有 j< S%1 ) S j< S1) S k2*
z< S%2 ) S z< S2) S k2  1.此后对 S%1 的任何增加长度

的调整都会增加其赋值 * 于是 S%1 满足定义 5的两个

条 件 * 即 S%1 E G.由引理 3的给定条件可知 z< S%2 ) >
k2.矛盾.

iii) S1 不满足定义 5的两个条件.此时可对S1 作

有 限 次 增 加 长 度 的 调 整 * 注 意 到 z< S%1 ) > z< S1) *
j< S%1 ) S j< S1) * 总可使 S%1 满足定义 5的两个条件之

一.仿上述讨论 * 即可导致矛盾.
综上述 * 引理 3 得证. /
显然有 G C P.容易证明 * 对于 G% C G* 用 G%

取代引理 3 中的 G* 不能肯定得到引理 3 的结论.因
此集 G 是使引理 3 成立的 P 的子集中的阶数最小

者.但容易证明 * 任何包含 G作为子集的集都可取代

引理 2 中的集 G* 即得

引理 4 设 G C H C P* 如果对于任意 S1 E

H* 数集 S2 = [P] S1 的赋值 z< S2) > k2* 那么对于

[P]的任一 2-部分拆 T2< [P]) = S1 U S2* 必有 z< S1)
> k1 或者 z< S2) > k2. /

在全序集< [P]* <) 中 * P的元可由[P]的子集

按 通常的字典排列法作出并且进行排序 * 第 j 个元

记为 Pj.以下约定 P及其一切子集<例如下述的  ~
B~ H~ G) 的元都按字典排列法排序 * 其中第 j 个元

以下标 j 记之.易知 P1 = {1} * PI PI = {P} .
注意到 * 虽然定义 5明确定义了集 G* 但在实际

操作中构造集 G 时 * 要对每个 S1 E P 都 判 断 是 否

6对 S1 的任何增加长度的调整都会增加其赋值,却

遇到很大的运算量.采用操作简便的逐步逼近法构

造一个包含集 G的集 H* 可以减小运算量.
定义  对于任意 S1 E P* Sz E  当且仅当它

满足条件

< 1) j< S1) S k2;
< 2) z< S1) = k1  1.
显然 GC  C P* 并且 中有许多不属于 G的

元.例如 * 给定 k1 = 3* k2 = 7* P = 46* 则 中前几个

元是

 1 = {1* 2* 4* 5* 1O* 12* 17* 21* 26* 27* 34* 36*
39* 43} *

 2 = { 1* 2* 4* 5* 1O* 12* 17* 21* 26* 27* 34* 39*
43} *

 3 = { 1* 2* 4* 5* 1O* 12* 17* 21* 26* 27* 34* 39*
43* 45} *

 4 = { 1* 2* 4* 5* 1O* 12* 17* 21* 26* 27* 34* 39*
43* 45* 46} *

 5 = { 1* 2* 4* 5* 1O* 12* 17* 21* 26* 27* 34* 39*
43} *

 6 = { 1* 2* 4* 5* 1O* 12* 17* 21* 26* 27* 34* 39*
43* 46} .

我们只须比较 中相继的两个元 z 与 z+ 1* 就
可以用简单的方法淘汰这些明显不属于 G 的元.例

如 上述 2 与 3 比较 * 由 2 U { 45} =  3 可知 * 对 2
作增加长度的调整可得到  3* 故有  2 G G* 于是就

可淘 汰  2. 类 似 地 *  3 与  4 比 较 *  3 G G* 可 淘 汰

 3. 5 与  6 比较 *  5 G G* 可淘汰  5.让 z从 1跑过

I  I  1* 淘汰那些不属于G的元 z.最后 * 把 中未

被淘汰的元依次编号 * 就得到 B.一般地 * 我们有

定义 7 考察 中相继的两个元 * 如果 I  z I =
I  z+ 1 I  1并且 z = { 1*  2* -*  S} *  z+ 1 = { 1*  2*
-*  S*  S+ 1} * 其中 1 S z S I  I  1* 那么就淘汰  z.
把  中所有未被淘汰的元作成集 B.
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显然 G C BC A 并且 B中还有许多不属于 G
的元.例如 给定 k1 = 3 k2 = 7 p = 46 则 B中前几

个元是

B1 = {1 2 4 5 10 12 17 21 26 27 34 36 

39 43}  
B2 = { 1 2 4 5 10 12 17 21 26 27 34 39 

43 45 46}  
B3 = { 1 2 4 5 10 12 17 21 26 27 34 39 

43 46}  
B4 = { 1 2 4 5 10 12 17 21 26 27 34 39 

45 46}  
B5 = { 1 2 4 5 10 12 17 21 26 27 34 39 

46}  
B6 = { 1 2 4 5 10 12 17 21 26 28 34 36 

43 45} .
其中 B3 B4 B5 就不属于 G.我们只须比较 B中

相继的两个元 就可以用简单的方法淘汰这些不属

于 G的元.例如上述 B2 与 B3 比较 显然 B3  G 可
以淘汰B3. B2 与B4 比较 显然B4  G 可淘汰B4. B2
与B5 比较 显然B5 G 可淘汰B5.淘汰那些明显不

属于 G的元后 把B中未被淘汰的元依次编号 就得

到 H.一般地 我们有

定义 8 在 B 中依次考察的 两 个 元 设 Bz =
{a1 a2   aT}  Bz+ t = {Z1 Z2   ZS} .下述条件( 1) ~
( 7) 称为淘汰条件. 按下述算法 2 由集 B构造数集

H.
( 1) T= S+ 1 aJ = ZJ( J [1 S- 1]) 并且 aT =

ZS.

( 2) T = S + 1 aJ = ZJ( J  [1 S - 2]) 并且

aT-1 = ZS-1 aT = ZS.

( 3) T = S + 1 aJ = ZJ( J  [1 S - 3]) 并且

aT-2 = ZS-2 aT-1 = ZS-1 aT = ZS.

( 4) T= S+ 2 aJ = ZJ( J [1 S- 1]) 并且 aT =
ZS.

( 5) T = S + 2 aJ = ZJ( J  [1 S - 2]) 并且

aT-1 = ZS-1 aT = ZS.

( 6) T = S + 2 aJ = ZJ( J  [1 S - 2]) 并且

aT-2 = ZS-1 aT = ZS.

( 7) T= S+ 3 aJ = ZJ( J [1 S- 1]) 并且 aT =
ZS.

算法 2 该算法是由集 B构造集H的算法 步
骤如下:

步骤 1:给定 P的子集 B.令 z = 1 k = 0.

步骤 2:设Bz = {a1 a2   aT}  令 t = 1 k = k +
1 Hk = Bz.如果 z = I BI  转到步骤 5.

步骤 3:设 Bz+ t = {Z1 Z2   ZS}  如果 Bz 与 Bz+ t
符合淘汰条件之一 令 t = t + 1 转到步骤 3.

步骤 4:令 z = z + t 如果 z  I BI  转到步骤 2.
步骤 5:运算结束.
定义 8与算法 2只须比较B中相继(Bz+ t 被淘汰

后 Bz+ t+ 1 就视为 Bz 的后继元) 的两个元 其优点是

简单 ~快捷 用计算机运算时占用内存少.缺点是淘

汰得不够充分 故有 I GI > I HI  即由定义 8不能淘

汰 B中所有不属于 G 的元.改进的方法是在定义 8
中增加一些合理的淘汰条件 可以让所得到的 H进

一步逼近 G 此时 H仍然使引理 3 成立.不过 增加

淘汰条件虽然使 I HI 减小而节约了计算 l(S2) 的时

间 但却增加了判断淘汰条件的执行时间 甚至不必

淘汰的情形也要进行判断.因此这种改进未必能提

高运算效率.
显然 GCHCB.由上述 A~ B~ H的构造方法 

我们有

引理 5 G C HC BC A C P.

4 计算 W(k1 k2)上界的算法

由引理 4~引理 5 与定义 1 即得

定理 3 设H是满足条件 GCHCP的集 如
果对 于 任 意 S1  H 数 集 S2 = [p] - S1 的 赋 值

l(S2) Z k2 那么 W(k1 k2)  p.  
据 引 理 5 和 定 理 3 我 们 有 如 下 计 算 Van der

Waerden数W(k1 k2) 上界的算法.注意到 集P可由

集[p]的所有非空真子集按照字典排列法作出 集

A~ B~ H可由定义 6~ 7~ 8的规定构造 它们都不难操

作 因此在下述算法 3 中我们省略它们构造方法与

构造过程的描述.
算法 3 该算法是计算W(k1 k2) 上界的算法 

步骤如下:
步骤 1:给定整数 k2 Z k1 Z 3 以及 p > W(k1 

k2 - 1) .令 h = 1.
步骤 2:按照字典排列法构造数集[p]的非空真

子集的集 P.
步骤 3:据定义 6 构造集 A.
步骤 4:据定义 7 构造集 B.
步骤 5:据定义 8构造集H.设集H的第 h个元

记为 Hh.
步骤 6:令 S1 = Hh S2 = [p]- S1 计算 l(S2) .
步骤 7:如果 l(S2) < k2 打印W(k1 l(S2) + 1)
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> p + 1. 令 p = p + 1, 转到步骤 2.
步骤 8:令 h = h + 1. 如果 h  I HI , 转到步骤

5.
步骤 9:打印 W(k1, k2)  p. 运算结束.
实际上, 在上述步骤 2 至步骤 5 由集 P 开始构

造集 A~ B~ H 的过程中, 每确定 H 的一个元 Hh, 就

立刻进入步骤 6 至步骤 8 的运算过程, 不必等到集

H的元全部确定完毕后才进入步骤 6(即算法 1的步

骤 2 至步骤 7) , 这就节省了计算机的存储空间和数

组 Hh 的存 ~ 取时间.
在算法  的步骤 1 中, 给定整数 k1, k2 与 p 的三

种情形, 有如下结果.
情形 I :W( k1, k2 - 1) < p < W(k1, k2) . 注意

到定理  的逆否命题也成立, 即

 设 H 是 满 足 条 件 G C H C P 的 集. 如 果

W(k1, k2) > p, 那么存在一个 S1  H, 使数集 S2 =
[p] - S1 的赋值 z( S2) < k2. ' 对此作如下分析.

首先, 据 H 的定义可知, 当 S1  H 时有

z( S1) = k1 - 1.
其次, 据定义 1 可知, W( k1, k2 - 1) < p 给出:

z( S1) > k1 或者 z( S2) > k2 - 1. 特别地, 当 z( S1) =
k1 - 1 时只能有 z( S2) > k2 - 1.

因此, 综合上述逆否命题说的 存在一个 S1  
H, 使数集 S2 = [p] - S1 的赋值 z( S2) < k2(即

z( S2)  k2 - 1) ' , 就只能有 z( S2) = k2 - 1.
于是据定理 2 得到一个下界 W(k1, k2) > p +

1. 此时在步骤 7 中令 p = p + 1, 然后转到步骤 2 继

续计算 W(k1, k2) 的上界. 经过有限次从步骤 7 转到

步骤 2 的运算过程, p 值增加到 W(k1, k2) 的时候, 就

归结到情形  .
情形  : p = W( k1, k2) . 此时算法  的变量 h 从

1 跑过 I HI 而进入步骤 9, 我们就证明了: 对于每个

S1  H, 集 S2 = [p]- S1 的赋值 z( S2) > k2. 据定理

 即得 W(k1, k2)  p. 于是算法  确定了 W(k1, k2)
的准确值.

情形 I : p>W( k1, k2) . 此时不存在 S1  H, 使

数集 S2 = [p] - S1 的赋值 z( S2) < k2. 因此在算法

 中步骤 7 的条件不能满足, 变量 h 从 1 跑过 I HI 而

进入步骤 9, 我们就得到一个上界 W(k1, k2)  p. 但

这不是上确界, 此时算法  不能得到准确值.
例 z 已知 W( , 2) = 6, 我们计算 W( ,  ) . 给

定整数 k1 =  , k2 =  , p = 7. 则

H= {{ 1, 2, 4, 5} , --} . 令 S1 = H1 = {1, 2, 4,
5} , 即得 z( S2) = 2, 据定理 2 有 W( ,  ) > 8. 由算法

 的 7 给出 p= 8, 转到 2 继续计算 W( ,  ) 的上界.
此时

H= {{ 1, 2, 5, 6} , --} . 令 S1 = H1 = {1, 2, 5,
6} , 即得 z( S2) = 2, 据定理 2 有 W( ,  ) > 9. 由算法

 的步骤 7 给出 p= 9, 转到步骤 2 继续计算 W( ,  )
的上界. 此时

H = {{ 1, 2, 5, 7} , { 1,  , 6, 7} , { 1, 4, 5, 8} , { 1,
4, 6, 9} , { 2,  , 6, 7} , { 2, 4, 5, 7} , { 2, 4, 7, 8} , { 2, 5, 6,
9} , { 2, 5, 7} , { , 4, 6, 7} , { , 4, 7, 8} , { , 5, 6, 8} , { ,
5, 8, 9} , { , 6, 7} } .

这里 I HI = 14. 由算法  得到: 对于任一 h  
[1, 14], 令 S1 = Hh, S2 = [9] - S1, 都有 z( S2) >
k2 =  , 据定理  有 W( ,  )  9.

综上述即得 W( ,  ) = 9, 简记为 W2( ) = 9,
即文献[1 ~  ]说的 W( , 2) = 9. 在例 2 中, 当 k1 =
 , k2 =  , p = 9 时, H 有 14 个元, 其中 c1 = 1 的有

4 个, c1 = 2 的有 5 个, c1 =  的有 5 个. 我们把这种

情况记为 I HI = 14( 4, 5, 5) , 以下仿此.
顺便指出, 在例 2 中当 k1 =  , k2 =  , p = 9 时

有 B= H 而 G= H- {{ 2, 5, 7} , { , 6, 7} } . 但我们

不能象定义 8 那样, 用简单快捷的方法(仅比较相继

的两个元) 在 B中淘汰不属于 G 的{ 2, 5, 7} 与{ , 6,
7} .

注意到, 数集[9]的非空真子集有 29 - 2 = 510
个, 相应地[9]的 2-部分拆 r2( [9]) = S1 U S2 有 510
种 情形. 用引理 1 对每种情形都计算 z( S1) 与 z( S2)
是不胜其烦的. 在例 2 中我们只须考察 14 种情形就

可以了. 在以下关于 W( , 8)  58的证明中, 我们只

须考虑 I HI = 1. 7 > 107 种情形, 这 1. 7 > 107 远小

于 I PI = 258 - 2 = 2. 8 > 1017. 可见我们的算法具

有较高的运算效率.

5 定理 1 的证明

在证明定理 1 的结论时, 为了简便, 我们不是像

例 2 那样从 W( , G - 1) + 1 开始, 就每个 W( , G)
用算法  确定其下界 ~ 上界与准确值, 而是用算法 1
和算法  确定分别一批 W( , G) 的下界和上界, 并

在计算下界时写出全序集(S2, <) 中的第一个最长

的等差数列.
据算法 1, 我们有

引理 6 W( , 4) > 18, W( , 5) > 22,
W( , 6) >  2, W( , 7) > 46, W( , 8) > 58.

证 明 ( 1) 令 p = 17, S1 = { 4, 5, 7, 11, 12,
14} , 则 S2 = [17]- S1 = { 1, 2,  , 6, 8, 9, 10, 1 , 15,
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16 17}  由算法 1得到 c1 = ZC S1) = Z cZ = ZC SZ ) =
3 并且全序集C SZ  <) 中第一个长为 cZ 的等差数列

是 1 < Z < 3 据定理 Z 有 WC 3 4)  18.
顺便指出 这里的 S1 就是在算法 3 中 给定整

数  1 = 3  Z = 4 p = 17 时的 H的第 1ZZ 个元C其
中 a1 = 1 的有 47 个元 a1 = Z 的有 41 个元 a1 = 3
的有 33 个元 这 S1 是 a1 = 4 的第 1 个元) .

C Z ) 令 p = Z1 S1 = { 1 Z  6 7 9 14 15 18 
Z0}  则 SZ = [Z1] - S1 = { 3 4 5 8 10 11 1Z  13 
16 17 19 Z1}  由算法 1 得到 c1 = ZC S1) = Z cZ =
ZC SZ ) = 4 并且全序集C SZ  <) 中第一个长为 cZ 的

等差数列是 4< 8< 1Z < 16 据定理 Z有WC 3 5)  
ZZ .

顺便指出 这里的 S1 就是在算法 3 中 给定整

数  1 = 3  Z = 5 p = Z1 时的 H的第 31 个元.
为了简便 以下不再写出 SZ 的各项元素.
C 3) 令 p = 31 S1 = { 1 Z  7 9 14 15 18 Z4 

Z5 31}  则 SZ = [31] - S1 由算法 1 得到 c1 =
ZC S1) = Z cZ = ZC SZ ) = 5 并且全序集C SZ  <) 中第

一个长为 cZ 的等差数列是 4 < 6 < 8 < 10 < 1Z 据
定理 Z 有 WC 3 6)  3Z .

顺便指出 这里的 S1 就是在算法 3 中 给定整

数  1 = 3  Z = 6 p = 31 时的 H的第 507 个元.
C 4) 令 p = 45 S1 = { 1 3 8 11 17 18 Z Z  Z9 

30 3Z  37 39}  则 SZ = [45] - S1 由算法 1 得到

c1 = ZC S1) = Z cZ = ZC SZ ) = 6 并且全序集C SZ  <)
中第一个长为 cZ 的等差数列是 4 < 7 < 10 < 13 <
16 < 19 据定理 Z 有 WC 3 7)  46.

顺便指出 这里的 S1 就是在算法 3 中 给定整

数  1 = 3  Z = 7 p = 45 时的 H的第 3Z066 个元.
C 5) 令 p= 57 S1 = { Z  5 10 1Z  17 Z1 Z7 Z8 

34 38 43 45 50 53}  则 SZ = [57] - S1 由算法 1
得到 c1 = ZC S1) = Z cZ = ZC SZ ) = 7 并且全序集C SZ  
<) 中第一个长为 cZ 的等差数列是 1 < 7 < 13 <
19 < Z5 < 31 < 37 据定理 Z 有 WC 3 8)  58.

顺便指出 这里的 S1 就是在算法 3 中 给定整

数  1 = 3  Z = 8 p = 57 时 H 的第 39875Z4 个元

C其中 a1 = 1的有 Z976707个元 这 S1 是 a1 = Z 的第

1010817 个元) .  
据算法 3 我们有

引理  WC 3 4)  18 WC 3 5)  ZZ 
WC 3 6)  3Z WC 3 7)  46 WC 3 8)  58.

证明 为了简便 以下仅分别写出 H的排序

在最前的与最后的 3 个元.

C 1) 令  1 = 3  Z = 4 p = 18.则从定义 6到定

义 8由 P构造 A~ B~ H 有 1 = \ H\ = 173C 5Z  47 
41 33)  其中

H1 = {1 Z  4 8 10 11 13 17}  

HZ = { 1 Z  4 8 11 13 16 17}  

H3 = { 1 Z  5 7 10 11 14 16}  
  
H1-Z = { 4 8 10 14 15 17}  

H1-1 = { 4 8 11 13 15 17}  

H1 = { 4 8 11 15 16} .
由算法 3 得到:对于任一 h  [1 173] 令

S1 = Hh SZ = [18]- S1 都有 ZC SZ )   Z = 4 据定

理 3 有 WC 3 4)  18.
C Z ) 令  1 = 3  Z = 5 p = ZZ .则从定义 6到定

义 8 由 P 构 造 A~ B~ H 有 1 = \ H\ = 1143C Z88 
Z6Z  Z34 Z01 158)  其中

H1 = {1 Z  4 5 10 1Z  17 Z1}  

HZ = { 1 Z  4 5 10 13 17 Z0}  

H3 = { 1 Z  4 5 10 14 17 Z1 Z Z }  
  
H1-Z = { 5 10 14 17 Z1 Z Z }  

H1-1 = { 5 10 14 19 Z0 Z Z }  

H1 = { 5 10 14 19 Z1 Z Z } .
由算法 3 得到:对于任一 h  [1 1143] 令

S1 = Hh SZ = [ZZ]- S1 都有 ZC SZ )   Z = 5 据定

理 3 有 WC 3 5)  ZZ .
C 3) 令  1 = 3  Z = 6 p = 3Z .则从定义 6到定

义 8由 P构造 A~ B~ H 有 1 = \ H\ = 19756C 447Z  
391Z  3581 3076 Z596 Z119)  其中

H1 = {1 Z  4 5 10 1Z  17 Z1 Z6 Z7}  

HZ = { 1 Z  4 5 10 1Z  17 Z1 Z7 Z8 31}  

H3 = { 1 Z  4 5 10 13 17 Z0 Z6 Z8 31}  
  
H1-Z = { 6 1Z  17 Z3 Z6 30 31}  

H1-1 = { 6 1Z  17 Z3 Z6 31 3Z }  

H1 = { 6 1Z  17 Z3 Z7 30 3Z } .
由算法 3 得到:对于任一 h  [1 19756] 令

S1 = Hh SZ = [3Z]- S1 都有 ZC SZ )   Z = 6 据定

理 3 有 WC 3 6)  3Z .
C 4) 令  1 = 3  Z = 7 p = 46.则从定义 6到定

义 8 由 P 构 造 A~ B~ H 有 1 = \ H\ =
6593Z4C 135768 11777Z  104143 90ZZ8 81463 
70Z77 59673)  其中
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H1 = {1* 2* 4* 5* 10* 12* 17* 21* 26* 27* 34* 36*
39* 43} *

H2 = { 1* 2* 4* 5* 10* 12* 17* 21* 26* 27* 34* 39*
43* 45* 46} *

H3 = { 1* 2* 4* 5* 10* 12* 17* 21* 26* 28* 34* 36*
43* 45} *

 *
H1-2 = { 7* 14* 20* 27* 32* 39* 41* 42} *
H1-1 = { 7* 14* 20* 27* 32* 39* 42* 43} *
H1 = { 7* 14* 20* 27* 32* 39* 43* 45} .
由算法 3 得到 , 对于任一 h E [1* 659324]* 令

S1 = Hh* S2 = [46]- S1* 都有 Z( S2)  k2 = 7* 据定

理 3 有 W( 3* 7)  46.
( 5) 令 k1 = 3* k2 = 8* b = 58.则从定义 6到定

义 8 由 P 构 造 A~ B~ H* 有 1 = I HI =
17839288( 3439416* 2976707* 2623941* 2281773*
2009964* 1733296* 1500412* 1273779) * 其中

H1 = {1* 2* 4* 5* 10* 11* 14* 22* 25* 31* 32* 38*
41* 47* 55} *

H2 = { 1* 2* 4* 5* 10* 11* 14* 22* 25* 31* 35* 38*
44* 47* 55} *

H3 = { 1* 2* 4* 5* 10* 11* 14* 22* 25* 31* 35* 41*
44* 50* 54* 55} *

 *

H1-2 = { 8* 16* 23* 31* 37* 45* 50* 52* 56* 57} *
H1-1 = { 8* 16* 23* 31* 37* 45* 52* 55* 56} *
H1 = { 8* 16* 23* 31* 37* 45* 52* 56* 57} .
由算法 3得到 , 对于任一 h E [1* 17839288]* 令

S1 = Hh* S2 = [58]- S1* 都有 Z( S2)  k2 = 8* 据定

理 3 有 W( 3* 8)  58.
综合引理 6 与引理 7* 就证明了定理 1 的结论.

我们在 AMD2400 的计算机上完成上述运算所用的

时间是 5 h.
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