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摘要:定义四元数矩阵的加权 -序 ,利用四元数矩阵的加权奇异值分解 ,给出加权 -序的一些刻画 ,讨论任意

两个四元数矩阵可以同时加权奇异值分解的充分必要条件 ,由此得到四元数矩阵的加权 -序的一些性质 .
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Abstract: The Weighted  -star partial ordering of guaternion matrices is def ined, With obtaining
of some characterization. A necessary and suf f icient condition is obtained for the existence
simultaneous Weighted singular decomposition of guaternion matrices. Some properties of the
Weighted -order are discussed With the help of Weighted singular decomposition.
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文献[1]研究复数域上矩阵的 -序与减序,利用

矩阵的奇异值分解,给出 -序和减序的刻画及一些

性质.文献[2]将其推广到四元数矩阵上,文献[3, 4]
相继研究范畴中态射集的 序的等价刻画和一些性

质.文献[5]给 出 四 元 数 矩 阵 的 加 权 Moore-Penrose
逆的表达式,文献[6]简化了文献[5]的相应结果,回
答了其中的 2 个公开问题.本文由文献[7]的结果给

出四元数矩阵的加权奇异值分解,利用四元数矩阵

的加权奇异值分解,给出了加权 -序的一些刻画,同
时讨论任意 2 个四元数矩阵可以同时加权奇异值分

解 的 充 分 必 要 条 件, 并 由 此 研 究 四 元 数 矩 阵 的 加

权 -序的一些性质.
文中设 表示四元数体,  m> n 为 上的 m > n

阶矩阵的集合. 6 是  上的一个给定的对合反自同

构, 6(cD = c*, c*为 c的共轭四元数, A = (c*zjD 表示

将 A转置后每个元素由其在 6下的象所生成的 n >
m 阶矩阵,若 A = A ,则称 A 为自共轭矩阵.M,N
分别 m > m~ n > n 阶正定自共轭四元数矩阵, 1m 和

0m> n 分别表示m阶四元数单位矩阵和阶四元数零矩

阵,在不致引起混淆时,以 1, 0 表示.

1 相关定义和引理

定义 1. 1 设AE  m> n,M,N为正定自共轭四

元数矩阵,则必有唯一的矩阵 G E  n> m,使得:
( 1DAGA = A; ( 2DGAG = G; ( 3D (MAGD  =

MAG; ( 4D (NGAD  = NGA,
称 G为 A关于M,N的加权广义Moore-Penrose逆,
记为 A-M,N,若 G满足( zD ( jD 称为 A 的加权( z, ,
jD 逆,记为 A( z, , jD ,所有 A( z, , jD 的集合记作 A{ z, ,
j} .

注意到对于 A{ z} , A{ z, j} , z, j E { 1, 2} 加权与

否没有关系.
定义 1. 2 设M,N分别为 m > m, n > n阶正

定自共轭四元数矩阵, 则 A 的共轭转置矩阵 A 定

义为:
A = N-1A M.



容易验证 Ai 具有下列性质 ;
( AB) i = Bi Ai , (A + B) i = Ai + Bi ,

(Ai ) e = (Ae ) i , (Ai ) i = A.
定义 1. 3[2] @ 上矩阵的减序, e - 序分别定义

如下 ;
A  B@A- A = A- B, AA-= BA-,
A  B@Ae A = Ae B, AAe = BAe .
谢邦杰[ ] 给出正定自共轭四元数矩阵的唯一

分解定理, 为方便起见, 我们直接叙述该定理.
引理 1. 1[ ] 对 @ 上的任意的自共轭四元数矩

阵 A 恒有唯一的广义H 矩阵 L 使得 ;
A = LLe ,

其中, 广义H 矩阵是指对角线上的元 素 均 为 正 实

数, 对角线上方的元素均为零, 对角线下方为一般

四元数矩阵.
引理 1. 2 设 A E @mX n, 则存在 U E @mX m, V

E @nX n, 满足 ;
Ue MU = 1, Ve N-1V = 1, ( 1. 1)

使得

A = U
D O  O O

Ve , ( 1. 2)

其中 D= dzag( u1, -, u1) , uz > O, uz 称为 A 的加权奇

异值, ( 1. 1) 和( 1. 2) 就称为 A 的加权奇异值分解.
证明 由引理 1. 1, 存在广义H 矩阵 L, K, 使

得 ;
M = LLe , N = KKe ,

令 C = Le A(K-1) e , 设 C 的奇异值分解为 ;

C = @
D O  O O

Ze ,

其中,
@e @ = 1, Ze Z = 1, D = dzag( u1, -, u1) , uz >

O, 取 U = (L-1) e @, N = KZ, 则 有 Ue MU = 1,

Ve N-1V = 1, 使得

A = U
D O  O O

Ve .

引理 1. 3 设 A E @mX n, 具有加权奇异值分解

( 1. 1) 和( 1. 2) , 则 ;

A+
M, N = N-1V

D-1 O  O O
Ue M. ( 1. 3)

证明 容易验证( 1. 3) 为 A 关于 M, N 的加权

广义 Moore-penrose 逆.

2 主要结果

定义 2. 1 若 A, BE @mX n, 若有 Ai A= Ai B,

AAi = BAi , 则称 A, B 具有 
i

关系, 记为 A  
i

B.

首先, 我们不难验证 
i

关系满足自身性 ~ 反对

称性和传递性, 因而为偏序关系, 即有 ;

定理 2. 1  
i

关系为一偏序关系, 我们称之为

加权e - 序.
定理 2. 2 设 A, B E @mX n, 则以下命题等价 ;

( 1)A  
i

B;
( 2)A+

M, NA = A+
M, NB, AA+

M, N = BA+
M, N;

( 3)A+
M, NA = B+

M, NA, AA+
M, N = AB+

M, N;

( 4)AA+
M, NB = A = BA+

M, NA.
证 明 ( 1)=( 2) A+

M, NA = A+
M, NAA+

M, NB =
A+

M, NB, 同理可证( 2) 的另一等式.

( 2)=( 1) Ai A = Ai AA+
M, NA = Ai AA+

M, NB
= Ai B, 类似地有 AAi = BAi , 即( 1) 成立.

由( 1) , ( 2) 的等价性, 易证其余命题的等价性.
定理 2. 3 设 A, BE @mX n, 1(B)  1(A)  1,

则 A  
i

B 当且仅当存在 U E @mX m, V E @nX n, 满足

Ue MU = 1, Ve N-1V = 1, 使得,

A = U
D O O
O O O

 

L

 

JO O O
Ve , ( 2. 1)

B = U
D O O
O E O

 

L

 

JO O O
Ve , ( 2. 2)

其 中, D, E 分别为对角矩阵, 对角线上的元 素 为 正

的实数.
证明 若有 U E @mX m, V E @nX n, 满足( 1. 1) ,

使得( 2. 1) 和( 2. 2) 成立, 则 ;

Ai A = N-1V
D2 O O
O O O

 

L

 

JO O O
Ve = Ai B,

类似地有 AAi = BAi , 则 A  
i

B.
反之, 由引理 1. 2, 则有 U1 E @mX m, V1 E @nX n,

满足 Ue
1 MU1 = 1, Ve

1 N-1V1 = 1 使得

A = U1
D O  O O

Ve
1 ,

令 Ue
1 MBN-1V1 =

B1 B2

B3 B
 

L

 

J4
, B1 E @1X 1, 将 B4 E

@1X 1 进行奇异值分解, 则有广义酉矩阵 P, T 使得 ;

B4 = P
E O  O O

Te ,

令 U = U1
1 O
O P  e , V =

1 O  O T
V1, 则易验证 U, V

满足( 1. 1) 且有 ;
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A = U
D O O
O O O
(

L

 

,O O O
V  ( 2. 3)

B = U

B1 B5 B6
B7 E O
B8

(

L

 

,O O
V  ( 2. 4)

由 Ai A = AiB 则:
D2 O O
O O O

(

L

 

,O O O
=
DB1 DB5 DB6
O O O
(

L

 

,O O O
 

即 有 B1 = D B5 = O B6 = O. 类 似 地 由 AAi =
BAi B7 = O B8 = O 则有( 2. 1) 和( 2. 2) .

复数域上可以同时奇异值化的矩 阵 在 研 究 矩

阵偏序时起着非常关键的作用 下面我们给出四元

数矩阵可以同时加权奇异值化的充要条件 并利用

其研究四元数矩阵加权 -序的一些性质.
定理 2. 4 设 A B E 0 m> n c = 1(B)  b =

1(A)  1 则 A B具有同时加权奇异值分解:

A = P
D1 O O
O O O

(

L

 

,O O O
T  ( 2. 5)

B = PET  ( 2. 6)
当且仅当

(Ai B) i = Ai B (ABi ) i = ABi  ( 2. 7)
其中 P T满足( 1. 1)  D为正定对角矩阵 E 为对角

矩阵 对角线上的元素为非负实数.
证 明 若 A B 具 有 同 时 加 权 奇 异 值 分 解

( 2- 5)  ( 2- 6)  则易验证( 2- 7) 成立.
反之 由定理 2. 3 则有UE 0 m> m V E 0 n> n 满

足( 1. 1)  且有

A = U
D O O
O O O
(

L

 

,O O O
V  

B = U

B1 B5 B6
B7 E O
B8

(

L

 

,O O
V  

由 Ai A = AiB 则

DB1 DB5 DB7
O O O
(

L

 

,O O O
=

B 1 D O O

B 5 D O O

B 7

(

L

 

,D O O

 

即 有 B 1 D= DB1 B5 = O B6 = O. B1D= DB 1  B7
= O B8 = O 则 D B1 可以同时奇异值化 因而有

Z DY = D1 Z B1Y = D2 

令 P = U
Z OC >O 1

 T =
Y OC >O 1

V 

则 A B具有同时加权奇异值分解( 2- 5) 和( 2- 6) .
定理 2. s A B具有强同时加权奇异值分解:

A = P
D1 O O
O O O

(

L

 

,O O O
T  ( 2. 7)

B = P
D/1 O O
O E O

(

L

 

,O O O
T  ( 2. 8)

当且仅当

(Ai B) i = Ai B (ABi ) i = ABi  1(A B) =
1(B)  ( 2. 9)
其中 P T满足( 1. 1)  D1 D/1 为正定对角矩阵 E为

对角矩阵 对角线上的元素均为非负实数.
证明 必要性显然成立 下面证明充分性.
1(A B) = 1(P AT P BT) = 1(B) .
由定理 2. 4 的证明 则 B1 为可逆矩阵 因此有

( 2. 7) 和( 2. 8) .
由定理 2. 5 和 2. 1 易得如下的结论:

定 理 2. 6 A {
i

BGA B 强 同 时 奇 异 值 化 且

u(A) ; u(B)  u(A) 表示 A 的加权奇异值.
最后 利用加权奇异值分解给出四元数矩阵加

权 -序的一些性质.
定理 2. 7 设 A B E 0 m> n 则

( 1)B = BBiB A {
i

B A = AAi A;

( 2)B = BBi  A {
i

B A = AAi ;

( 3)B = B2 A {
i

B A = A2.

证明 B = BBiB A {
i

B 有 ( 2. 1) 和 ( 2. 2)  
则 D = 1 则结论( 1) 成立.同理可证( 2)  下面证明

( 3) .

令 U MV-1 =

T1 T2 T3
T4 T5 T6
T7 T8 T

(

L

 

,9

 

由 B = B2 则有

D O O
O E O
(

L

 

,O O O
=
D2T1 D2T2 D2T5
E2T4 E2T5 E2T6

(

L

 

,O O O

 

T2 = O T3 = O T4 = O T6 = O D2T1 = D E2T5 =

E 则 A = A2.证毕.
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(上接第 13 页)
是序列商映射 * 存在子序列{InI} 及 BI E f-1( InI) * 使
得在 M中 BI - BI E f-1( I) .因 是M的开覆盖 *
所以存在 R E  使得{ BI} 终于 R* 于是{InI} 终于 P
= f(R ) * 即 是 X 的 CS 覆盖.

( 3)=( 1) 只需证明 引 理 2 中 的 f 是 序 列 商 映

射.对于X中的收敛序列 In - I* 记 S= {I} U {In:
n E N} .由文献[15]中的引理 2. 7. 4可知 * 存在有限

子族  C 使得 SCU   . 令 = {P S:  
E   } * 则 是M的序列紧子集且 f( ) = S* 于是

存在收敛序列   C  使得 f(  ) 是 S的子序列 * 故

f 是序列商映射.
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