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摘要:在分析 AR模型的 Yule-Walker方程和对称矩阵分解理论的基础上 ,提出基于对称矩阵分解理论的 AM

模型算法 .该算法研究有关 AR模型阶数 p的选择 ,讨论 AR模型的其它求法 .仿真结果表明 ,改进算法的 AR

参数能有效提高频谱分辨率、改善方差性能、提高频谱估计的精度 .
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Abstract: This paper presents the ARM parameter algo ri thm based on symmetrical matrix

decomposabi li ty theory. The alg o ri thm discusses the selection of the ARM rank ( p) and

some solutions o f the ARM. The resea rch show s tha t new ARM parameter can prove the

spect ral resolv ing pow er. The va riance perfo rmance and the estima tion precision.
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　　功率谱估计是信息学科中的研究热点 ,其研究

内容、研究方法不断被更新和改进 .现代谱估计方法

相对于经典的谱估计方法而言 ,在谱曲线平滑程度、

频谱分辨率等方面都有明显的优势 ,是谱估计研究

的趋势 .在现代谱估计参数模型方法中 , AR模型、

MA模型和 ARM A模型是研究的热点
[1 ]
.现代谱估

计的主要思想是 ,将广义平稳的过程 x [n ]表示成一

个白噪声过程 .本文在研究 AR模型功率谱估计

x [n ]的自回归基础上 ,基于文献 [2]给出的 AR模型

Yule-Walker方程 ,提出一种利用对称矩阵分解理

论求解 AR模型参数的新方法 ,并讨论 AR模型参数

的其它求法和研究有关 AR模型阶数 p的选择问

题 ,给出频谱估计和仿真 .

1　 AR模型的 Yule-Walker方程

　　 AR模型又称为自回归模型
[3 ]
,它是一个全极

点模型 ,其当前输出是现在输入和过去输入的加权

和 ,可用如下差分方程来表示:

　　X (n ) = - ∑
p

r= 1
ar x (n - r ) + u (n) , ( 1)

其中 ,u (n)为白噪声序列 ; p为 AR模型的阶数 .由

上面的方程容易得到 AR模型的转移函数形式:

　　 H (z ) = 1

1+ ∑
p

r= 1

adz
- r

. ( 2)

　　进一步可以得到利用 AR模型进行功率谱估计

的公式:

　　 Px (k ) =
e2

|1+ ∑
p

r= 1
arW

- kr
N |2

, ( 3)

其中 ,e
2
为白噪声序列的方差

[4 ]
.由此可以看出 ,要

进行功率谱估计 ,必需求得 AR模型的参数 a1 ,

a2 , . . . . . . ,ap及e2 ,根据 Yule-Walker方程 ,可得:
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^

Rx ( 1)
^

… Rx ( p )
^

Rx ( 1)
^

Rx ( 0)
^

… Rx ( p - 1)
^

　… 　… 　… 　…

Rx ( p )
^
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^
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1

a1

…
ap
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e
2

0

…
0

. ( 4)
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2　对称矩阵的分解

　　结合矩阵特征值分解和对称矩阵理论研究了现

代谱估计方法 ,与传统的直接对矩阵进行特征值分

解算法相比 ,该求解的算法更加简化 ,得到的结果具

有较好的性能 .

　　先考虑相关矩阵的特征分解:设序列 x (n )是由

L个负正弦加白噪声组成 ,那么其自相关函数为 [5 ]:

　　Rx (k ) = ∑
L

i= 1

Ai exp( jw ik ) + e2W(k ) , ( 5)

其中 , Ai , wi分别是第 i个复正弦的功率及频率 ;e2

是白噪声的方差 .如果有 ( p+ 1)个 Rx (k )组成相关

阵:

　　Rx (k ) =

Rx ( 0) R
*
x ( 1) … R

*
x ( p )

Rx ( 1) Rx ( 0) … R
*
x ( p - 1)

　 … 　… … 　…

Rx ( p ) Rx ( p - 1) … Rx ( 0)

, ( 6)

定义信号向量

　　e = [1, exp( jw ) , . . . . . . , exp( jwp ) ], I = 1,

2, . . . ,L , ( 7)

则 Rp+ 1 = ∑
L

i= 1

Ai eie
H
i + e2 Ip+ 1 , ( 8)

　　令 Sp+ 1 = ∑
L

i= 1
Ai ei e

H
i . ( 9)

　　对于矩阵 Sp+ 1 ,可以找到可逆矩阵 C ,令 B =

C
T

Sp+ 1C ,矩阵 B称为矩阵 Sp+ 1 .因为矩阵 Sp+ 1为对

称矩阵 ,总有正交矩阵 P使 P
- 1

Sp+ 1P= P
T
Sp+ 1P=

Λ.Λ是以 Sp+ 1的特征值λi为对角元素的对角矩阵 ,

P是特征值λi对应的特征向量 Vi组成的正交矩阵 .

于是 ,可以根据矩阵 Sp+ 1求出其特征值和相应的特

征向量 Li ,对 Li 组成的矩阵 C进行正交化 ,即可得

到正交矩阵 P .

　　Vi 是对应于特征值λi的特征向量 ,且它们之间

是相互正交的 ,即:

　　V
H
i V i =

1, i = j ,

0, i≠ j .
( 10)

　　单位阵 Ip+ 1也可以用特征向量 V i表示为:

　　 Ip+ 1 = ∑
p+ 1

i= 1

V i V
H
i . ( 11)

　　可以证明 , Sp+ 1的需最大为 L ,若 L小于 p+ 1,

那么 Sp+ 1将有 ( p + 1 - L )个零特征值 ,若将特征

值按大小排序 ,那么 Sp+ 1的特征值分解可以写为:

　　Sp+ 1 = ∑
L

i= 1

λi V i V
H
i . ( 12)

其中 , V1 , V2 , . . . , VL称为主特征向量 .

　　由上面的分析 ,可得

　　 Rp+ 1 = ∑
L

i= 1

(λi + e2 )V i V
H
i + ∑

p+ 1

i= 1

e2V i V
H
i . ( 13)

　　 ( 13)式为相关阵的特征分解 .显而易见 , Rp+ 1

和信号矩阵 Sp+ 1有着相同的特征向量 .它们全部的

特征向量形成了一个 p + 1维向量空间 ,且它们相

互正交 .进一步说 ,该向量空间又可分成两个子空

间 ,一个是由特征向量 VL+ 1 , VL+ 2 , . . . ,Vp+ 1张成的

噪声空间 ,每个向量的特征值都是e2 ;另一个是由主

特征向量 V1 ,V2 , . . . ,VL张成的信号空间 ,其特征值

分别为 (e
2
+ λ1 ) , (e

2
+ λ2 ) , . . . , (e

2
+ λL ) ,e

2
在此反

映了噪声对信号空间的影响 .

　　 如果舍弃特征向量 VL+ 1 ,VL+ 2 , . . . ,Vp+ 1 ,仅保

留信号空间 ,可以得到相关阵的功率谱估计公式

　　 R
 

p+ 1 = ∑
L

i= 1

(λi + e2 )V i V
H
i . ( 14)

　　基于矩阵 R
 

p+ 1进行功率谱估计将得到好的谱

估计 , 因为它舍弃了噪声的特征向量 VL+ 1 ,

VL+ 2 , . . . ,Vp+ 1 . 另外 ,可以看到 ,对称矩阵分解的

结果与通常的矩阵特征分解得到的表达式相同 ,这

从另外一方面证明了对称矩阵分解方法的正确性 .

3　基于对称矩阵分解理论的 AR模型参数算

法

　　从上面 Yule-Walker方程的系数矩阵可知 ,方

程 ( 4)中的首矩阵是一个对称矩阵 ,即它的系数矩阵

元素关于主对角线对称 ,根据这一性质 ,我们可以简

化求系数矩阵的逆矩阵 ,从而简化未知参数 a1 ,

a2 , . . . ,ap的求解 .

　　首先考察矩阵

R =

Rx ( 0)
^

Rx ( 1)
^

… Rx ( p )
^

Rx ( 1)
^

Rx ( 0)
^

… Rx ( p - 1)
^

　… 　… 　… 　…

Rx (p )
^

Rx ( p - 1)
^

… Rx ( 0)
^

.

　　对于 P+ 1阶矩阵 R ,如果存在相似变换矩阵

Q ,使得 Q
- 1

RQ= Λ为对角矩阵 ,就称方阵 R对角化 .

根据线性代数和矩阵理论可知 , N阶对称矩阵必有正

交矩阵 Q,使 Q
- 1

RQ= Λ,其中Λ是以 R的 P+ 1个

特征值为对角元素的对角矩阵 , Q是其对角元素对应

的特征向量 .相反 ,对于对角矩阵 R也必存在正交矩阵

Q ,使 R= QΛQ
- 1
.同样 ,Λ是以 R的 P+ 1个特征值

为对角元素的对角矩阵 , Q对应其特征向量 .
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　　 Yule-Walker方程简单表示为 R× a = q,其中

a = [1　a1　…　ap ]T ,q = [e2　 0　…　 0 ]T ,则未

知参数矩阵 a = R
- 1× q = ( QΛQ

- 1 ) - 1× q =

QΛ- 1
Q

- 1× q.

　　因为矩阵Λ是对角矩阵 ,它的逆矩阵Λ- 1对角

线上的元素是矩阵 R的 P+ 1个特征值的倒数 ,其

它元素为零 .这样 , ARM的 Yule-Walker方程中 ,未

知参数 a1 ,a2 , . . . ,ap就全部得到求解 ,并且在精度

上有更好的表现 .

4　仿真和频谱估计

　　考虑一个具有两种频率成分的复合信号:

y (x ) = 5sin( 100cx )+ 2co s( 110cx )+ randn ( x ) ,

对此复合信号 y (x )的频率成分分析如下: 子信号

5sin ( 100cx ) , 频率为 f = 50Hz; 子信号 2co s

( 110cx ) , 频率为 f = 55Hz;另外 ,子信号 randn代

表的是一个随机噪音发生器 .

　　为了能更清楚地看到上述几个频谱估计方法在

分辨率上的差别 ,本文有意地选择了 2个相隔只有 5

Hz的信号 ,使用 Matlab对这个复合信号的频谱进

行仿真和频谱估计 ,以验证上述理论和方法的正确

性 .

　　经典的 AR模型谱估计可以利用 Matlab中

Pyulea r函数 ,它的内核程序基于 Yule-Walker方程

来编写 ,直接将有关参数代入即可 .此外 , Ma tlab中

有 2个函数是用来实现基于矩阵分解的功率谱估

计: Pmusic函数与 Peig函数 .由于本文的算法相对

于这 2个函数的内核程序来说不完全一样 ,因此需

要以 2个函数为基础 ,对其中的涉及到矩阵向量反

转 ,特征值对称求解部分程序重新编写和改进 ,修正

后的函数称之为 New Pmusic函数和 New Peig函

数 .以复合信号 y (x )基础 ,选择好参数后 ,得到图 1

和图 2的仿真结果 .

图 1　经典 AR模型算法的功率谱估计

图 2　对称矩阵分解理论算法的功率谱估计

　　由图 1和图 2可以看出 ,对相隔仅有 5 Hz的 2个

混合信号进行谱估计时 ,经典的 ARM估计在 50Hz

和 55Hz各有 1个尖峰 ,不容易看出其频率成份 .而

图 2应用对称矩阵分解理论算法后 ,可以明显清晰

地看在 50Hz和 55Hz存在 2个尖峰 ,这是由于新算

法提高了参数估计的精度和频率分辨率的缘故 .

5　结束语

　　参数建模谱估计方法是现代谱估计的重要内

容 , AR模型谱估计隐含着数据和自相关函数的外

推 ,其长度可能超过给定的长度 ,分辨率不受信源信

号长度的限制 ,这是经典谱估计无法做到的 .在

ARM中 ,利用对称矩阵分解理论求解 AR模型参数

是一种新的方法 ,仿真结果表明 ,基于对称矩阵分解

理论的 AR参数算法能有效提高频谱精度和频谱分

辨率 ,具有重要的理论价值和实际应用意义 .
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