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摘要:在研究凸多边形性质的基础上 ,构建一种新的凸多边形直径算法 G 该算法首先计算凸多边形顶点 S坐

标 ~ y 坐标的极值点 ,然后通过极值点将凸多边形分为几个区域 ,最后计算这些不同区域中顶点的距离可得凸

多边形的直径 G 该算法简单 ,运行效率高 G
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Abstract: The properties of the convex polygon are discussed and a algorithm for the
diameter of convex polygon based on its properties is proposed. In the algorithm, the
extremum points at the S and y coordinates are calculated, and the convex polygon is divided
into several regions by the extremum points. The diameter of convex polygon is obtained by
computing of the distances of vertexes in dif f erent regions. The present algorithm is simple,
ef f ective and applicable.
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计算平面点集的直径问题是计算几何的基本问

题之一,在计算机图形学 ~图像处理 ~ CAD/CAM~ 模
式识别等众多领域中有广泛地应用 G 对给定平面点

集 P = {P1, P2, ~ , Pn} ,若对每对点对进行计算,则
需计算 n( n - 1) /2 个点对的距离,然后选取这些距

离中的最大值即可得直径 G 该算法简单,但是运算量

较大 G 解决平面点集的直径问题是先求出平面点集

的凸壳,它是包含点集的最小凸集,即以点集中部分

点为顶点的一个凸多边形,求出凸多边形的直径就

是平面点集的直径 G 计算给定平面点集凸壳算法中,
R. L. Graham!1"给 出 一 个 确 定 平 面 点 集 凸 壳 算 法:
首先确定点集 y 坐标最小的点,计算该点到其他点

连线与水平线的夹角,按角的大小进行排序,然后得

出 凸壳上的点 G Preparata 和#ong!2"把分治技术应

用于求解凸壳问题, 把 点 集 分 成 大 小 近 似 相 等 的 2
个子集,递归求出 2 个子集的凸壳,通过计算 2 个凸

壳的并求出最终的凸壳 G 周培德等!3"证明线段集的

平面凸包的时间复杂度为 $( nlogn) , 然后将线段转

换成平面简单多边形链,通过简单多边形链计算凸

壳 G 崔国华等!4"研究排序与凸壳之间的内在联系,建
立以排序算法为基础利用双动线检测方法确定平面

点集凸壳 G T. Chen!5"任取点对计算由点对确定直线

的斜率,找出斜率的中值,通过中值把平面点集分为

2 个部分,应用递归算法求出凸壳,另一种算法是对

点集进行分组,分别求出每组的凸壳,然后通过计算

凸多边形的直径并求出整个点集的凸壳 G 这些计算

平 面 点 集 凸 壳 的 算 法, 其 时 间 复 杂 度 均 为

$( nlogn) , 因而平面点集的直径问题可转化为凸多

边形的直径问题 G
在计算凸多边形的直径算法中,周培德等!6"通

过计算夹角序列求凸多边形的直径,夏舒杰等!7"对

其进行改进和完善,利用夹角正切值符号和余弦值

符号序列来求解凸多边形直径,这些求直径算法的

时间复杂度为 $( n2) G 本文在研究凸壳性质的基础

上,构建一种新的凸多边形直径算法 G 该算法首先计

算凸多边形顶点的 8 个极值点,再根据这些极值点

把凸多边形划分为直角三角形区域,计算凸壳的直
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径时只须通过对不同区域中的顶点进行计算9可得

到凸多边形的直径 O 该算法简单9运行的效率高 O

l 凸多边形的性质

凸壳是一凸多边形9对于凸多边形的任意一条

边9所有不在该边上的顶点都在该边的同一侧9具有

任意 2 个顶点间的线段都在多边形内部9凸壳的内

角小于 l 0 等性质 O 下面对凸多边形的极值和区域

进行研究 O
设 Pi  Pl9P29.9P  为凸多边形上的顶点9

编号为顺时针方向依次进行;在点集 P 的横坐标最

小的集合中9记纵坐标最大的点为   Y9纵坐标最小

的点为    ;在点集 P 的横坐标最大的集合中9记纵

坐标最大的点为   Y9纵坐标最小的点为    ; 在点

集  的纵坐标最小的集合中9记横坐标最大的点为

   9横坐标最小的点为   ;在点集 的纵坐标最大

的 集合中9记横坐标最大的点为  Y 9横坐标最小的

点为 Y 9第 l个下标表示是那一个坐标的极值9第 2
个坐标是表示在第 l 个坐标的极值集合中另一个坐

标的极值9大写表示极大值9小写表示极小值 O 对这

些点进行定义 O
定 义 l 凸 多 边 形 中    9  Y9   9  Y9   9

   9 Y 9 Y 这 个点称为该凸多边形的极值点 O其
中9   与  Y~    与  Y~    与   和 Y 与 Y 称

为同类极值 O
对于这些极值点9 过    ~  Y 作  轴 垂 线9过

   ~    作  轴垂线9凸多边形的顶点均在矩 形 内

部9通过不同类而相邻的 2 个极值点的连线把矩形

内部分为几个部分9最多有 5 个部分9如图 l ( aD ;在

这 5 个部分中9对于不是极值点的凸多边形的顶点9
他们一定在以不同类而相邻 2 个极值点间的线段为

斜边的直角三角形中9如图 l ( aD中的区域 l ~ 2~ 3 和

4;若存在极值相等9可能出现 3 类情况9第一类如图

l ( aD 9第二类如图 l ( bD 9第三类如图 l ( OD 9图 l 中( bD
和( OD 是 ( a D 的 特 殊 情 况9最 少 有 3 个 部 分9如 图 l
( OD 9在图 l ( OD中区域 2 和 4 除极值点外不含凸多边

形的其他顶点 O下面对极值点所在的区域进行定义 O
定义 2 在凸多边形中9在以不同类而相邻 2 个

极值点间线段为斜边的直角三角形中9所有顶点称

为同域点集 O
对于凸多边形9最多有 4 个直角三角形区域9凸

多边形上的顶点分别在这些区域中9对同域点集中2
个顶点间的距离9有如下定理 O

定理l 在凸多边形的同域点集中9两极值点间

的距离最大 O

图 l 凸壳的极值点和区域

( aD 5 个区域 ; ( b D 4 个 区 域 ; ( OD 3 个 区 域 ; l ~ 2~ 3~ 4 为 区

域编号 O
证明 图 l 中9由极值点把凸多边形的顶点分

为几个区域9这些区域是由直角三角形组成9极值点

间的线段是这些直 角 三 角 形 区 域 的 斜 边9以 区 域 l
为 例9设直角三角形区域的 3 个顶点分别为 A~   Y
和  Y 9三角形的斜边为   Y Y 9Pz~ P 为该同域点

集中任意 2 个顶点9则 Pz~ P 一定在三角形内部9直线

PzP 与直角三角形交于B~ C两点(见图 2D 9根据凸多边

形的性质9  Y~  Y 在直线PzP 的同侧9 \ AB\

图 2 同域点集中顶点的最大距离
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 \ A   \  \ AC\  \ A   \  因 而 有 \ BC\  
\       \  又  \     \  \ BC\   \     \  
\       \  同理可证其他同域点集 定理证毕 

 凸多边形的直径算法

由于凸多边形的顶点都属于几个同域点集 对

于同域点集由上节定理知  个极值点间的距离 最

大 因而在求凸多边形的直径时 无需计算和比较同

域点集中的顶点之间的距离 只需计算和比较不属

于同一个同域点集之间顶点的距离 求出最大距离

就可得出凸多边形的直径 设 个同域点集分别为

 1     3 和    首先计算  1 中的每个点到     3
和   中顶点的最大距离 其次计算   中的每个点

到  3 和   中顶点的最大距离 第三步计算  3 中的

每个点到   中顶点的最大距离 最后与每个同域点

集中  个极值点间的距离进行比较可得凸多边形的

直径 具体算法如下 
步骤 1 计算凸壳顶点  =   1         的

 个极值点 m1 =      m =      m3 =   X  m =
 X   m5 =  X   m =   X  m =    和 m =     
求 出 相 临 不 同 类 极 值 间 的 距 离   = \  m1 m \    
= \  m3 m \    = \  m5 m \    = \  m  m \   = 1 

步骤    (  5) 转到步骤    顶点的最大

直径计算结束

     = m   = m      = \     \  转到步

骤 3   计算下一三角区域

步骤 3  =   1  = \      1 \  
  (    )  =   转到步骤  
步骤    ( = m ) =   1 转到步骤5   计

算下一顶点的最大直径

  ( =  )  = 0   到下标最大的点转到步

骤 3 
步骤5   ( = m  1) =     转到步骤    

到下一个三角区域

  (   ) = 1 转到步骤 3   到下标最大的

点

步骤   =    =    转到步骤  
步骤    (    ) =    转到步骤  
步骤   =   1 
  (   )  转到步骤  
    转到步骤 9 
步骤 9  =  ax (             ) 为凸多边形

的直径 结束 
设      两点的坐标为(     ) 和(     )  两点

间 的 距 离 为  = (  -   )   (  -   )   为 了

提高运算速 度 在 进 行 距 离 计 算 时 可 通 过 计 算   

进行比较 这样不需要进行开方运算 若坐标为整形

则可转化为整数运算 运算效率可进一步提高 

3 复杂度分析

在本文的凸多边形直径算法中 计算  个极值

点的时间复杂度为 O( n)  由于对凸多边形每个同域

点集中的顶点都需要与其他域中的顶点进行距离计

算 因而计算每个顶点与其他域中顶点的最大距离

的时间复杂度为 O( n )  根据每个点 的 最 大 距 离 求

直径的时间复杂度为 O( n)  所以整个算法的复杂度

为 O( n )  与文献[ ]的算法复杂度相同 但是通过

极值点把凸多边形上的顶点分为几个同域点集 每

个同域点集中任意两点间的距离不用计算 因而减

少了运算量 提高了效率 对于平面点集可先求出其

凸壳 然后再用本文算法求出直径 由于平面点集凸

壳算法的时间复杂度为 O( nlogn)  因而用本文算法

计算平面点集直径的时间复杂度仍为 O( n )  

4 结束语

本 文 对 凸 多 边 形 和 平 面 点 集 进 行 了 大 量 的 实

验 都能正确求出他们的直径 说明通过极值确定了

凸多边形的 个区域 根据这一性质计算凸多边形

的直径算法简单可行 对每个同域点集中的点不需

进行距离计算 直接用  个极值点间的距离进行比

较 因而减小了计算点集的规模 提高了运算速度 
算法有较好的性能 具有较强的实用性 
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