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摘要 , 研究一类具有分布时滞和 Holling I 类功能反应的非自治捕食扩散系统 利用微分不等式 和 Liapunov
函数方法 得到该系统一致持久性及存在唯一全局渐近稳定的周期解和概周期解的充分条件 .
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Abstract, the nonautonomous dif fusive prey-predator systems with distributed time delay and
Holling type I functional response are discussedwith the help of dif ferential ineguality and
Lyapunov function. We get the suf f icient condition that the system has a unigue positive periodic
solution and positive almost periodic solution which is global asymptotically stable.
Key words, prey-predator and dif fusion systems distributed time delay Holling type I functional
response periodic solution almost periodic solution global asymptotic stability

种群的持续生存问题一直是生物学和相关学科

非常关心的问题. 考虑到季节的影响 有必要考虑种

群在周期和概周期变化环境下的发展趋势. 文献[1]
利 用 微 分 不 等 式 和 Lyapunov 函 数 方 法 讨 论 了

Lotka-Volterra HollingI 类功能反应的非自治扩散

系统的周期解的存在唯一性. 文献[2]利用微分不等

式和 Lyapunov 函数方法讨论了具放养率和 Holling
I 类 功 能 反 应 的 非 自 治 系 统 的 周 期 解 的 存 在 唯 一

性. 本文借助文献[1 2]的方法 将 讨 论 具 有 Holling
I 类功能反应和存放率的非自治扩散系统 ( 1)  ( 1)
式中 I1 为种群 X 在斑块 I 上的密度; I2 I3 I4 分

别为种群 X Y Z 在斑块 I 上的密度 种群 X 可以

在斑块 I 和 I 之间扩散 而 Y和 Z被限制在斑块 I
内活动 种群 Y 以 X 为

I- 1 = I1[11( t) - c11( t)I1 - g1( t) 
0

-z
k1( S)I1( t -

S) dS] - D1( t) (I2 - I1) -  1( t)  

I- 2 = I2[12( t) - c22( t)I2 -
c23( t)I2I3

1 - C1( t)I2
2
-

c24( t)I2I4

1 - C2( t)I2
2
- g2( t) 

0

-z
k2( S)I2( t -

S) dS] - D2( t) (I1 - I2) -  2( t)  

I- 3 = I3[13( t) - c31( t)
e1( t)I2

2

1 - C1( t)I2
2
-

c32( t)I3I4

1 - C3( t)I2
3
- c33( t)I3 -

g3( t) 
0

-z
k3( S)I3( t - S) dS] 

I- 4 = I4[14( t) - c41( t)
e2( t)I2

2

1 - C2( t)I2
2
-

c42( t)
e3( t)I2

3

1 - C3( t)I2
3
-

g4( t) 
0

-z
k4( S)I4( t - S) dS - c44( t)I4

<

 

 ] 
( 1)

食 种群 Z以种群 X 和 Y为食 kz( S) ( z = 1 2 3 4) 是
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定 义 在 [- T 0] 上 的 非 负 分 段 连 续 函 数 且

 
0

-T
 I( s) ds = 1; 系统 ( 1) 中所有系数都为连续非负

的正值函数 DI( t) ( I = 1 2) 表示种群 X 在 2 个斑块

之间的扩散系数 在本文中始终假设: 系统( 1) 内所

有系数都以正常数为上下界的.
为了方便研究 本文要用到下面记号和概念.
对任意连续有界函数 f( t) 定义:
f~ = sup{f( t) }  fZ = min{f( t) }  

设 I = (I1 I2 I3 I4) E R4
+ = {I E R4 \ II  0; I =

1 2 3 4. }  I > 0 是指 I E IntR4
+ = {I E R4 \ II >

0}C+= C( [- T 0]; R4
+ ) 表示所有非负连续函数构

成的 Banach 空间 其范数为

 g = sup
sE [-T 0]

\ g( s) \  对于 gE C+ .

如果取 C+ 作为系统( 1) 的初始函数空间 那么

容 易看出 对于任何 g= ( g1 g2 g3 g4) E C+ 且 g( 0)
> 0 存在 DE [- T D]上的唯一解 I( t g) 在 t E [0 
D) 上保持为正的. 系统( 1) 这样的解称为正解 在本

文中总假定

gE C+  g( 0) > 0. ( 2)

1 系统的一致持久性

定义 1 如果存在一个紧区域 SC R4
+  使对系

统 ( 1) 的 每 个 可 以 表 示 成 I( t) = (I1( t)  I2( t)  
I3( t)  I4( t) ) 并具有正初值的解存在 T  0 当 t  

T 时有 I( t) E S 则称系统( 1) 是一致持久的.
参照文献[1] 引理 1 的证明易得:
引理 1 R4

+ = { (I1 I2 I3 I4) \ II > 0 I= 1 2 
3 4} 是关于系统( 1) 的不变集.

引理 2 K0 = {I = (I1 I2 I3 I4) \ 0 < I1 I2

 M1 0 < I3  M2 0 < I4  M3} 是系统( 1) 的一

致有界集 

其中 M1 = 1~ + cZh ~

cZ ; M2 > M%
2 =

1~3 +
c~
31e~1
6Z1

cZ
33

;

M3 > M%
3 =

1~4 +
c~
41e~2
6Z2

+ c~
42e~3
6Z3

cZ
44

; 1~ = max{1~1 1~2} ;

cZ = min{cZ
11 cZ

22} ; h~ = max{h~
1 h~

2} .
证明 令 V1( t) = max{I1( t)  I2( t) }  由系统

( 1) 的 I 1 I 2 可得 当 t  T 时有

D+ V1( t)  V1( t) ( 1~ - cZV1( t) ) + h~ 

记 M%
1 = 1~ + ( 1~) 2 + 4cZh ~

2cZ  显然 M1 > M%
1 .

( i) 如果当 t0  T 时 V1( t0)  M1 则有

D+ V1( t) \ V1= M1 < 0 这蕴含当 t  T 时 V1( t)  M1.
( ii) 如果 t1  T 时 V1( t1)  M1 则存在  > 0 

使当 t E [t1 t1 +  ) 时 V1( t) > M1 令 - D =
- cZM2

1 + 1~M1 + h~ 这时有 D+ V1( t)  - D < 0.
这表明 V1( t) 以速度 D 严格单调递减 于是存在 T1

> T 当 t  T1 时 V1( t)  M1 即当 t  T1 时 II( t)
 M1 I = 1 2.

由系统( 1) 的 I 3 I 4 可知 当 t  T1 得

I 3  I 3( 1~3 +
c~
31e~1
6Z1

- cZ
33I3)  

且 I 3 \ I3= M2  M2( 1~3 +
c~
31e~1
6Z1

- cZ
33M2

 

 

 ) < 0.

I 4  I4( 1~4 +
c~
41e~2
6Z2

+ c~
42e~3
6Z3

- cZ
44M4)  

且 I4 \ I4 = M3  M3( 1~4 +
D~41e~2
6Z2

+ D~42e~3
6Z3

-

D644M4

 

 

 ) < 0 
类 似于上述讨论可得: 存在 T2  T1 + T 使当 t  T2

时 I3( t)  M2 I4( t)  M3.
从上面的讨论可知 存在 T2  T 使当 t  T2 时

有 0 < II( t)  M1( I = 1 2)  0 < I3( t)  M2 0 <
I4( t)  M3.

定理 1 若系统( 1) 满足条件:
A = 1Z1 - g~

1M1 > 0 B = 1Z2 - c~
23M1M2 -

c~
24M1M3 - g~

2M1 > 0 

1Z3 +
cZ
31eZ1m2

1

1 + 6~1m2
1
- c~

32M2M3 - g~
3M2 > 0 

1Z4 +
cZ
41eZ2m2

1

1 + 6~2m2
1
+ cZ

42eZ3m2
2

1 + 6~3m2
2
- g~

4M3 > 0 

则系统( 1) 是一致持久的.
证明 由引理 2 知 存在 T2  T 使当 t  T2

时有

0 < II( t)  M1( I = 1 2)  0 < I3( t)  M2 0<
I4( t)  M3 
所以不失一般性 假设这个解当 t  T2 时满足 I( t)
= (I1( t)  I2( t)  I3( t)  I4( t) ) E K0.

定义 V2( t) = min{I1( t)  I2( t) }  根据系统 ( 1)
的 I 1 I 2 可知 当 t  T2 + T 有:

若 V2( t) = I1( t)  则

D+V2( t) = I1  I1( 1Z1 - g~
1M1 - c~

11I1) + hZ
1 =

V2( t) ( 1Z12 - g~
1M1 - c~

11V2( t) ) + hZ
1 ;

若 V2( t) = I2( t)  则

D+ V2( t) = I2( t)  I2( 1Z2 - c~
22I2 - c~

23M1M2 -

c~
24M1M3 - g~

2M1) + hZ
2 = V2( t) ( 1Z2 - c~

23M1M2 -

c~
24M1M3 - g~

2M1 - c~
22V2( t) ) + hZ

2 .
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于是 D-VZ ( t) } min{VZ ( 1l1 - gt1M1 -
ct11VZ ) - hl1 , VZ ( 1lZ - ctZ 3M1MZ - ctZ 4M1M3 - gtZM1 -

ctZ ZVZ ) - hlZ ) .

取 0 < m1 < m 1 = min{
A - AZ - 4ct11hl1~ 1

Zct11
,

B - BZ - 4Bh~ l
Z

ZctZ Z
} .

若 t } TZ - z时, VZ ( t) } m1,则:
D- VZ ( t) I VZ= m1 > 0,这蕴含着当 t } TZ - z时 VZ ( t)
} m1.

若对所有 t } TZ - z时,有 0< VZ ( t) < m1,则:
D-VZ ( t) } min{m1(A - ct11m1) - hl1 , m1(B -

ctZ Zm1) - hlZ , hl1 , hlZ } > 0,
这意味着当 t -- O 时, VZ ( t) -- O,这与对所有

t } TZ - z时 0 < VZ ( t) < m1 矛盾,于是存在 T3 }
TZ - z使当 t } T3 时, VZ ( t) } m1,即 I1( t) } m1,
IZ ( t) } m1.

由系统( 1) 的 I- 3, I- 4 可知,当 t } T3 得

I- 3 } I3( 1l3 -
cl31el1mZ1
1 - Ct1mZ1

-

ct3ZMZM3 - gt3MZ - ct33I3) ,

且 I- 3 I I3= mZ } mZ ( 1
l
3 -

cl31el1mZ1
1 - Ct1mZ1

-

ct3ZMZM3 - gt3MZ - ct33mZ

<

 

 ) > 0,

I- 4 } I4( 1l4 -
cl41elZmZ1
1 - CtZmZ1

- cl4Z el3mZZ
1 - Ct3mZZ

-

gt4M3 - ct44I4) ,

且 I- 4 I I4= m3 } m3( 1
l
4 -

cl41elZmZ1
1 - CtZmZ1

-

cl4Z el3mZZ
1 - Ct3mZZ

- gt4M3 - ct44m3

<

 

 ) > 0,

这里 0 < mZ < m Z =
1l3 - ct3ZMZM3 - gt3MZ

ct33
, 0 <

m3 < m 3 =
1l4 -

cl41elZmZ1
1 - CtZmZ1

- cl4Z el3mZZ
1 - Ct3mZZ

- gt4M3

ct44
.

类似上面的讨论可得:存在 T > T4, 当 t } T
时,有 I3( t) } mZ , I4( t) } m3.

综上所述, 本文证明了:对于系统( 1) 满足 ( Z )
式的任何解 I( t) ,存在 T> 0,使当 t } T时 I( t) E
S,即系统( 1) 是一致持久的 Z , 3].

2 周期解的存在性与唯一性

把满足 I( 0) > 0 周期系统( 1) 的解记为:
I( t, I0) = (I1( t, I0) , IZ ( t, I0) , I3( t, I0) , I4( t,

I0) ) , I( 0, I0) = I0 E R-4 , t > 0.
定义 R-4 - R-4 的 Poincare/ 映射 G如下: G(I0)

= X(c, I0) , I0 E R-4 .
参照文献 1]的定理 Z 的证明易得:
定理 2 如果周期系统( 1) 满足定理 1的条件,

则系统( 1) 至少存在一个正周期解.
定义 2 对于系统 ( 1) 的任两个正 解 I( t) =

(I1( t) , IZ ( t) , I3( t) , I4( t) ) 和 y( t) = ( y1( t) , yZ ( t) ,

y3( t) , y4( t) ) 均有 I I1( t) - y1( t) I - I IZ ( t) -

yZ ( t) I - I I3( t) - y3( t) I - I I4( t) - y4( t) I - 0,

( t -- O) ,则称系统( 1) 是全局吸引的.
引理 3 4] 若非负函数 f( t) 在 0, - O) 上可

积,且一致连续,则 lim
t--O

f( t) = 0.

定理 3 若 c-周期系统( 1) 除满足定理 1的条

件外,还满足:

A1 = cl11 -
hl1
MZ
1
- D

t
Z

m1 - g
t
1 > 0,

AZ = clZ Z -
hlZ
MZ
1
- clZ 3mZ
( 1 - Ct1MZ

1) Z
- clZ 4m3
( 1 - CtZMZ

1) Z
-

ctZ 3Ct1MZMZ
1

( 1 - Cl1mZ1) Z
- ctZ 4CtZM3MZ

1

( 1 - ClZmZ1) Z
- D

t
1

m1 -
Zct31et1M1

( 1 - Cl1mZ1) Z
-

Zct41etZM1

( 1 - ClZmZ1) Z
- gtZ > 0,

A3 = cl33 -
cl3Zm3

( 1 - Ct3MZ
Z ) Z
- ct3Z Ct3M3MZ

Z

( 1 - Cl3MZ
Z ) Z
-

ctZ 3m1
1 - Cl1mZ1

- Zct4Z et3MZ

( 1 - Cl3mZZ ) Z
- gt3 > 0,

A4 = cl44 -
ctZ 4M1

1 - ClZMZ
1
- ct3ZMZ

1 - Cl3mZZ
- gt4 > 0,

则系统( 1) 存在唯一一个 c- 周期正解,且是全局渐

近稳定的.
证明 根据定理 1知系统( 1) 存在一个周期为

c的正解 y( t) = ( y1( t) , yZ ( t) , y3( t) , y4( t) ) .设 I( t)

= (I1( t) , IZ ( t) , I3( t) , I4( t) ) 为 系 统 ( 1) 的 任 一 正

解,由定理 1 知,当 t } T时, I( t) , y( t) E S.

作 Lyapunov 函 数 V( t) =  
4

z= 1
{ I ln Iz( t)yz( t) I -

gtz 
0

-z
kz( s) 

l

t-s
I Iz( ) - yz( ) I d ds} ,

则有:

D- ( ln I1( t)y1( t) ) = -  c11( t) -
h1( t)

I1( t) y1( t) ](I1( t) -

y1( t) ) - g1( t) 
0

-z
k1( s) ( I1( t - s) - y1( t - s) ) ds-

D~1( t) ,

D-( ln IZ ( t)yZ ( t) ) = -  cZZ ( t) -
hZ ( t)

IZ ( t) yZ ( t) -
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c23( t) y3( t) ( 61( t):2( t) y2( t) - 1)
( 1 + 61( t):22( t) ) ( 1 + 61( t) y22( t) )

-

c24( t) y4( t) ( 62( t):2( t) y2( t) - 1)
( 1 + 62( t):22( t) ) ( 1 + 62( t) y22( t) )

 > (:2( t) -

y2( t) ) -
c23( t):2( t)
1 + 61( t):22( t)

(:3( t) - y3( t) ) -

c24( t):2( t)
1 + 62( t):22( t)

(:4( t) - y4( t) ) -

g2( t) 
O

-z
k2( S) (:2( t + S) - y2( t + S) ) dS + D~2( t) ,

D+ ( ln :3( t)y3( t) ) = [- c33( t) +

c32( t) y4( t) ( 63( t):3( t) y3( t) - 1)
( 1 + 63( t):23( t) ) ( 1 + 63( t) y23( t) )

 (:3( t) -

y3( t) ) +
c31( t) e1( t) (:2( t) + y2( t) )

( 1 + 61( t):22( t) ) ( 1 + 61( t) y22( t) )
(:2( t)

- y2( t) ) -
c32( t):3( t)
1 + 63( t):23( t)

(:4( t) - y4( t) ) -

g3( t) 
O

-z
k3( S) (:3( t + S) - y3( t + S) ) dS,

D+ ( ln :4( t)y4( t) ) = - c44( t) (:4( t) - y4( t) ) +

c41( t) e2( t) (:2( t) + y2( t) )
( 1 + 62( t):22( t) ) ( 1 + 62( t) y22( t) )

(:2( t) - y2( t) )

+ c42( t) e3( t) (:3( t) + y3( t) )
( 1 + 63( t):23( t) ) ( 1 + 63( t) y23( t) )

(:3( t) -

y3( t) ) - g4( t) 
O

-z
k4( S) (:4( t + S) - y4( t + S) ) dS,

其中,

D~1( t) =
D1( t) (

:2( t)
:1( t) -

y2( t)
y1( t) ) , :1( t) > y1( t) ,

D1( t) (
y2( t)
y1( t) -

:2( t)
:1( t) ) , :1( t) < y1

<

 

L ( t) ,

D~2( t) =
D2( t) (

:1( t)
:2( t) -

y1( t)
y2( t) ) , y2( t) > :2( t) ,

D2( t) (
y1( t)
y2( t) -

:1( t)
:2( t) ) , y1( t) < :2

<

 

L ( t) ,

易证当 t Z T时:
D~1( t) <

D1( t)
m1 I :2( t) - y2( t) I ,

D~2( t) <
D2( t)
m1 I :1( t) - y1

<

 

L ( t) I ,

从而得

D+ I ln :1( t)y2( t) I <- (c
Z
11 +

 Z1
M2
1
) I :1( t) - y1( t) I +

D~1
m1 I :2( t) - y2( t) I + g

~
1 
O

-z
k1( S) I :1( t + S) -

y1( t + S) I dS,

D+ I ln :2( t)y2( t) I <- [cZ22 +
 Z2
M2
1
+ cZ23m2
( 1 + 6~1M2

1) 2
+

cZ24m3
( 1 + 6~2M2

1) 2
- c~236~1M2M2

1

( 1 + 6Z1m21) 2
- c~246~2M3M2

1

( 1 + 6Z2m21) 2
 I :2( t)

- y2( t) I +
D~2
m1 I :1( t) - y1( t) I +

c~23M1

1 + 6Z1m21
I :3( t) -

y3( t) I +
c~24M1

1 + 6Z2m21
I :4( t) - y4( t) I +

g~1 
O

-z
k1( S) I :1( t + S) - y1( t + S) I dS,

D+ I ln :3( t)y3( t) I <- [c
Z
33 +

cZ32m3
( 1 + 6~3M2

2) 2
-

c~326~3M3M2
2

( 1 + 6Z3m22) 2
 I :3( t) - y3( t) I +

2c~31e~1M1

( 1 + 6Z1m21) 2
I :2( t)

- y2( t) I +
c~32M2

1 + 6Z3m22
I :4( t) - y4( t) I +

g~3 
O

-z
k3( S) I :3( t + S) - y3( t + S) I dS,

D+ I ln :4( t)y4( t) I <- c
Z
44 I :4( t) - y4( t) I +

2c~41e~2M1

( 1 + 6Z2m21) 2
I :2( t) - y2( t) I +

2c~42e~3M2

( 1 + 6Z3m22) 2
I :3( t)

- y3( t) I + g~4 
O

-z
k4( S) I :4( t + S) - y4( t + S) I dS,

于是有

D+ V( t) <- (cZ11 +
 Z1
M2
1
- D

~
2

m1 - g
~
1) I :1( t) -

y1( t) I - [cZ22 +
 Z2
M2
1
+ cZ23m2
( 1 + 6~1M2

1) 2
+ cZ24m3
( 1 + 6~2M2

1) 2

- c~236~1M2M2
1

( 1 + 6Z1m21) 2
- c~246~2M3M2

1

( 1 + 6Z2m21) 2
- D

~
1

m1 -
2c~31e~1M1

( 1 + 6Z1m21) 2

- 2c~41e~2M1

( 1 + 6Z2m21) 2
- g~2 I :2( t) - y2( t) I - [cZ33 +

cZ32m3
( 1 + 6~3M2

2) 2
- c~326~3M3M2

2

( 1 + 6Z3m22) 2
- c~23M1

1 + 6Z1m21
-

2c~42e~3M2

( 1 + 6Z3m22) 2
- g~3 I :3( t) - y3( t) I - ( cZ44 -

c~24M1

1 + 612m21
- c~32M2

1 + 6Z3m22
- g~4) I :4( t) - y4( t) I ,

记 B = min{A1, A2, A3, A4} > O,则 D+ V( t) <

- B 
4

z= 1
I :z( t) - yz( t) I , ( t Z T) .

于 是 有 V( t) + B 
t

T 
4

z= 1
I :z( S) - yz( S) I dS <

V(T) <+ O, ( t Z T) , 从 而 
+O

T  
4

z= 1
I :z( S) -

yz( S) I dS <+ O.
由定理 1 及系统( 1) 可知 I :z( t) - yz( t) I ( z =

1, 2, 3, 4) 和它们的导数都在[O, + O) 有界, 从而

 
4

z= 1
I :z( S) - yz( S) I 在[O, + O) 上一致连续,于是由

引理 3得到 
4

z= 1
I :z( S) - yz( S) I - O( t -+ O) ,也即

lim
t-+O

I :z( t) - yz( t) I = O, z = 1, 2, 3, 4.故 y( t) 是唯
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一全局吸引的 c- 周期正解 即系统( 1) 的正周期解

是唯一且是全局渐近稳定的[3 5].

3 概周期解的存在唯一性

定义 3 系统( 1) 的右端关于 t 是一致概周期

的 则称系统( 1) 是概周期系统.
下面对概周期系统( 1) 进行研究 首先考虑泛

函微分方程:
I- ( t) = f( t It) ( 3)

及乘积系统 I- ( t) = f( t It)  J( t) = f( t Jt)  
这里 fi R X  - Rn 连续  =  ( [- T 0)  Rn)  对

于 IE   定义范数  I = Sup
SE [-T 0]

I I( S) I  其中 I  I

为 Rn 中的范数 令  H = { IE  I  I  H }  SH 

= {I E Rn I I II  H } .
再假设 fi R X  H - Rn 对任意 I E  H 关

于 t 是一致概周期的 则有:
引 理 4[ ] 若 存 在 连 续 函 数 V:R+ X SH X

SH - R+  满足如下条件:
( I ) c( I I- JI ) S V( t I J) S Z( I I- JI )  其

中 c( 1) 是 Z( 1) 连续 ~ 递增的正定函数;
( I ) I V( t I1 J1) - V( t IZ  JZ ) I S k( I I1 -

IZ I + I J1 - JZ I )  其中常数 k > 0;
( I ) 存在连续不减函数 p( S) : p( S) > S 当 S> 0

时使得当 p(V( t I1( t)  IZ ( t) ) ) > V( t + 9 I1( t +
9)  IZ ( t + 9) )  9 E [- T 0] 时有

D+ V( t I1( t)  IZ ( t) ) S- CV( t I1( t)  IZ ( t) )  C
> 0 为常数.

如果系统 ( 3) 存在一个解 7( t) :  7( t)  S H
 H  t  t0 时 那么系统( 3) 必存在一个一致渐近

稳定的概周期解 p( t)  且 mod(p) C mod( f) . 进一

步 若 f( t I) 关于 t 是 c- 周期的 则系统( 3) 存在一

个 c- 周期解.
下面对系统( 1) 作变换 I 

z ( t) = ln Iz( t)  z =
1 Z  3 4.

则系统( 1) 可化为等价系统 ( 1)   由定理 1 及

系统( 1) 与( 1)  的关系 得到:
引理 5 若定理 1 的条件满足 则集合 S =

{ (I 
1  I 

Z  I 
3  I 

4 ) I ln m1 S I 
z S ln M1 z = 1 Z ;

ln mZ S I 
3 S ln MZ ; ln m3 S I 

4 S ln M3} 是系统

( 1)  的不变集 且是最终 有 界 集 其 中 mz Mz( z =
1 Z  3) 如引理 Z 所述.

I-  1 = 11( t) - c11( t) eI 
1 ( t) -  1( t) 

0

-T
k1( S) eI 

1 ( t+ S)  

dS + D1( t) ( eI 
Z ( t)-I 

1 ( t) - 1) +  1( t)
eI 

1 ( t)
 

I-  Z = 1Z ( t) - cZZ ( t) eI 
Z ( t) - cZ3( t) eI 

Z ( t) + I 
3 ( t)

1 + C1( t) eZI 
Z ( t)

-

cZ4( t) eI 
Z ( t) + I 

4 ( t)

1 + CZ ( t) eZI 
Z ( t)

-  Z ( t) 
0

-T
kZ ( S) eI 

Z ( t+ S) dS +

DZ ( t) ( eI 
1 ( t)-I 

1 ( t) - 1) +  Z ( t)
eI 

Z ( t)
 

I-  3 = 13( t) + c31( t)
e1( t) eZI 

Z ( t)

1 + C1( t) eZI 
Z ( t)

-

c3Z ( t) eI 
3 ( t) + I 

4 ( t)

1 + C3( t) eZI 
3 ( t)

- c33( t) eI 
3 ( t) -

 3( t) 
0

-T
k3( S) eI 

3 ( t+ S) dS 

I- 4 = 14( t) + c41( t)
eZ ( t) eZI 

Z ( t)

1 + CZ ( t) eZI 
Z ( t)

+

c4Z ( t)
e3( t) eZI 

3 ( t)

1 + C3( t) eZI 
3 ( t)

-

 4( t) 
0

-T
k4( S) eI 

4 ( t+ S) dS - c44( t) eI 
4 ( t)

 

 

L  

( 1)  

定理 4 设系统( 1) 满足定理 1 的条件及

B1 + 7  
m1

> 0 BZ + 7  
m1

> 0 B3 + 7  
mZ

> 0 

B4 + 7  
m3

> 0 

其中 7 > 1 为常数 B1 = cZ
11 +

 Z
1

MZ
1
- D~

Z

m1
;

BZ = cZ
Z Z +  Z

Z

MZ
1
+ cZ

Z 3mZ

( 1 + C~1MZ
1) Z + cZ

Z 4m3

( 1 + C~ZMZ
1) Z -

c~
Z 3C~1MZMZ

1

( 1 + CZ1mZ
1) Z -

c~
Z 3C~ZM3MZ

1

( 1 + CZZmZ
1) Z -

D~
1

m1
- Zc~

31e~1M1

( 1 + CZ1mZ
1) Z -

Zc~
41e~ZM1

( 1 + CZZmZ
1) Z ;

B3 = cZ
33 +

cZ
3Zm3

( 1 + C~3MZ
Z ) Z - c~

Z 3C~3M3MZ
Z

( 1 + CZ3mZ
Z ) Z -

c~
Z 3M1

( 1 + CZ1MZ
1) Z - Zc~

4Z e~3MZ

( 1 + CZ3mZ
Z ) Z ;

B4 = cZ
44 -

c~
Z 4M1

1 + CZZmZ
1
- c~

3ZMZ

1 + CZ3MZ
Z
;

 =  ~
1M1 +  ~

ZM1 +  ~
3MZ +  ~

4M3 
则系统( 1) 在 S内存在唯一的正概周期解 它是全局

一致渐近稳定的.
证明 考虑系统( 1) 的乘积系统
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S~ 1 = S1[11( t) - c11( t)S1 - G1( t) 
O

-T
k1( s)S1( t +

s) ds] + D1( t) (S2 - S1) + h1( t) ,

S~ 2 = S2[12( t) - c22( t)S2 -
c23( t)S2S3

1 + C1( t)S2
2
-

c24( t)S2S4

1 + C2( t)S2
2
- G2( t) 

O

-T
k2( s)S2( t +

s) ds] + D2( t) (S1 - S2) + h2( t) ,

S~ 3 = S3[13( t) + c31( t)
e1( t)S2

2

1 + C1( t)S2
2
-

c32( t)S3S4

1 + C3( t)S2
4
- c33( t)S3 -

G3( t) 
O

-T
k3( s)S3( t + s) ds],

S~ 4 = S4[14( t) + c41( t)
e2( t)S2

2

1 + C2( t)S2
2
+

c42( t)
e3( t)S2

3

1 + C3( t)S2
3
-

G4( t) 
O

-T
k4( s)S4( t + s) ds - c44( t)S4

<

 

 ],

y~ 1 = y1[11( t) - c11( t) y1 - G1( t) 
O

-T
k1( s) y1( t +

s) ds] + D1( t) ( y2 - y1) + h1( t) ,

y~ 2 = y2[12( t) - c22( t) y2 -
c23( t) y2y3

1 + C1( t) y2
2
-

c24( t) y2y4

1 + C2( t) y2
2
- G2( t) 

O

-T
k2( s) y2( t +

s) ds] + D2( t) ( y1 - y2) + h2( t) ,

y~ 3 = S3[13( t) + c31( t)
e1( t) y2

2

1 + C1( t) y2
2
-

c32( t) y3y4

1 + C3( t) y2
4
- c33( t) y3 -

G3( t) 
O

-T
k3( s) y3( t + s) ds],

y~ 4 = y4[14( t) + c41( t)
e2( t) y2

2

1 + C2( t) y2
2
+

c42( t)
e3( t) y2

3

1 + C3( t) y2
3
- G4( t) 

O

-T
k4( s) y4( t +

s) ds - c44( t) y4

<

 

 ],
( 4)

对于 X= (S1, S2, S3, S4) E S, Y = (y1, y2, y3, y4) E
S, 令

Se
z = ln Sz, ye

z = ln yz, z = 1, 2, 3, 4; , Xe = (Se
1 ,

Se
2 , Se

3 , Se
4 ) , Ye = ( ye

1 , ye
2 , ye

3 , ye
4 ) .

由此可得 Xe E Se , Ye E Se , 要证明系统( 1) e

的概 周 期 解 的 存 在 唯 一 性, 就 等 价 于 证 明 系 统 ( 4)
的概周期解的存在唯一性. 为此本文定义 Lyapunov

函数 W( t, Xe ( t) , Ye ( t) ) = E
4

z= 1
I Se

z ( t) - ye
z ( t) I ,

显然 W( t) 满足引理条件( I ) ~ ( I ) .
设 X( t) = (S1( t) , S2( t) , S3( t) , S4( t) ) , Y( t) =

( y1( t) , y2( t) , y3( t) , y4( t) ) 是乘积系统( 4) 在 S> S
上的解, 由微分中值定理, 有

I Sz( t) - yz( t) I = I eS
e
z ( t) - ey

e
z ( t) I = e z( t) I Se

z ( t)
- ye

z ( t) I , z = 1, 2, 3, 4,
其 中 ln m1 { z( t) { ln  1, z = 1, 2; ln m2 { 3( t) {
ln  2, ln m3 {  4( t) { ln  3, 于是有

m1 I Se
z ( t) - ye

z ( t) I { I Sz( t) - yz( t) I {

 1 I Se
z ( t) - ye

z ( t) I , z = 1, 2;

m2 I Se
3 ( t) - ye

3 ( t) I { I S3( t) - y3( t) I {

 2 I Se
3 ( t) - ye

3 ( t) I ,

m3 I Se
4 ( t) - ye

4 ( t) I { I S4( t) - y4( t) I {

 3 I Se
4 ( t) - ye

4 ( t) I .
计算 W( t) 沿系统( 4) 的解的右上导数(结合定

理 3 的证明过程) 得

D+ W( t) = E
4

z= 1
( S
~
z

Sz
- y~ z

yz
) Sign(Sz( t) - yz( t) ) {

- E
4

z= 1
[Bz I Sz( t) - yz( t) I + G~

z 
O

-T
kz( s) I Sz( t + s) -

yz( t + s) I ds] {- E
2

z= 1
Bzm1 I Se

z ( t) - ye
z ( t) I -

B3m2 I Se
3 ( t) - ye

3 ( t) I - B4m3 I Se
4 ( t) - ye

4 ( t) I +

E
4

z= 1
G~
z 

O

-T
kz( s) I Sz( t + s) - yz( t + s) I ds,

由已知 W( t + s, Xe ( t + s) , Ye ( t + s) ) < 7W( t,
Xe ( t) , Ye ( t) ) , s E [- T, O], 7 > 1 是常数, 于是得

D+ W( t) {-E
2

z= 1
(B1 + 7 C

m1
)m1 I Se

z ( t) - ye
z ( t) I -

(B3 + 7 C
m2

)m2 I Se
3 ( t) - ye

3 ( t) I - (B4 +

7 C
m3

)m3 I Se
4 ( t) - ye

4 ( t) I {- /E
4

z= 1
I Se

z ( t) -

ye
z ( t) I = - /W( t, Xe , Ye ) ,

其中 / =  in B1 + 7 C
m1

, B2 + 7 C
m1

, B3 + 7 C
m2

, B4 +

7 C
m3

} > O.
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表 3 中的    D  O值随着时间延长而增大是

由于  -蒎烯的挥发度较大9部分  -蒎烯被气体带走

使浓度减少所致 

 结论

用  -蒎烯作为参比物和用苯乙烯作为参比物得

出的结果十分接近9表明在采用臭氧化竞争法测定

单不饱和长链脂肪酸甲酯时9只要竞争参比物选择

恰当9其反应速率常数值是可靠的 本实验中9长链

脂肪酸甲酯中的  AE9DAE 和 OAE 以苯乙烯为参

比 物 在 乙 酸 丁 酯 中 的 速 率 常 数 分 别 为 2. 082>
107cm3 - mol-1 - s-1 2. 143> 107cm3 - mol-1 - s-1

和 2. 229> 107cm3- mol-1- s-1 
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即满足引理 4 的条件( 1 ) .综上所述9由引理 4

知系统( 1)  在 S 中有一个一致渐近稳定的概周期

解 y ( t) .特别地9若系统( 1)  的右端关于 t是 O-周

期的9则系统( 1)  在 S 中存在一个 O-周期解.
相应地9系统( 1) 在 S中存在一个一致渐近稳

定的概周期解 y( t) = ey
 ( t) .若系统( 1) 的右端关于 t

是 O-周期的9则系统( 1) 在S中存在一个 O-周期解.
由于定理 4的条件蕴含定理 3的条件9则由定理 3可

知 , y( t) 还 是 全 局 渐 近 稳 定 的9从 而 也 保 证 了 系 统

( 1) 在 S中的概周期解的唯一性[6~ 8].
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