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摘要: 证明 n 为正整数时 Cullen 数 Cn = n  2n - 1 中仅有 C2 = 9 C3 = 25 可以表示为完全方幂 .
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Abstract: It is prOved that let n be a pOsitive integer there is Only perfect pOWers 9 Or 25 in all
Cullen numbers as Cn = n  2n - 1 .
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设 N 为全体正整数的集合. 对于正整数 n 形如

n  2n - 1 的数称为 Cullen 数. 由于 Fermat 数的素因

子具有 k  2n - 1 的形式 因此 Cullen 数的基本性质

是数论中一个引人关注的课题[1]. 根据 Fermat 小定

理[2] 可知 若 P 为奇素数 则( P- 1)  2P-1 - 1 和( P
- 2)  2P-2 - 1 均 为 P 的 倍 数 所 以 对 于 较 小 的

Cullen 数 合数的密度十分丰富. Wilf rid keller 证明

了[3]: 当 n g 30000 时 仅 有 n = 141 4713 5795 
6611 及 18496 使得 n  2n - 1 为素数. 从已有的研究

可 知 cullen 数与数论中的其它内容 如 Fermat 数 
mersenne 数有着非常密切的联系[4]. 作为 Cullen 数

的一个重要性质 本文找出所有可以表示为完全方

幂的 Cullen 数: 9 或 25. 该问题可以归结为方程

n  2n - 1 = Im n > 0 m > 1 I> 0 ( 1)
的求解. 对此 本文证明

定理 1 方程( 1) 仅有整数解 ( n m I) = ( 2 2 
3)  ( 3 2 5) .

证明 设( n m I) 是方程( 1) 的一组解. 且设

n = 2Sn1 S 2 0 2]n1.
( I ) 若 2 I m 此时只须讨论方程

 2 - 1 = n  2n ( 2)
其中  = Im/ 2.

由于 2]  且 - 1
2   - 1

2
有一个为奇数 于是

方程( 2) 分解为

  1
2 = n1  $ 1

2 = 2n-S-2 ( 3)

式中消去   得到

I n1 - 2n-S-2 I = 1 ( 4)
即 lOg2( n1  1) = 2Sn1 - S- 2. 当 S 2 2 时 lOg2( n1

- 1) g 4n1 方程( 4) 没有整数解; 当 S= 1 时 方程

lOg2( n1 1) = 2n1 - 1 仅有整数解 n1 = 1 此时给出

方程( 1) 的一组解( n m I) = ( 2 2 3) ; 当 S= 0 时 
方程 lOg2( n1 1) = n1 - 2 仅有解 n1 = 3 适合 2]n1 
此时给出方程( 1) 的另一组解( n m I) = ( 3 2 5) .

( I ) 若 2]m. 则 m存在奇素因子 g 只须讨论方

程

 g - 1 = n  2n ( 5)

其中  = Im/g. 易知 gcd( - 1  
g - 1
 - 1 ) = 1 或 g 且

2] 
g - 1
 - 1 .

( i) 当 g]n1 时 ( 5) 式分解为

 - 1= c  2n-S  
g - 1
 - 1 = Z gcd(c Z) = 1 n1 =

cZ ( 6)

由于  g

 - 1 2
 3 - 1
 - 1 >  

2 故
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n1 2 Z =  
g - 1
 - 1 2

 3 - 1
 - 1 >  

2 = ( a  2n+ S +

1) 2 > ( a  2n+ S) 2 ( 7)
两边取对数 得到

log2n1 > 2( log2a + n + S) > 2n 2 2n1 ( 8)
由于 n1 2 2 ( 8) 式矛盾.

( ii) 当 gWn1 时 ( 5) 式分解为

 - 1= ga  2n+ S  
g - 1
 - 1 = gZ gcd( a Z) = 1 n1

= gaZ ( 9)
类似于( 7) 式 有

n1 2 gZ =  
g - 1
 - 1 2

 3 - 1
 - 1 > 

2 = ( ga  2n+ S +

1) 2 > ( ga  2n+ S) 2 ( 1O)
得到

log2n1 > 2( log2g + log2a + n + S) > 2n 2 2n1 
( 11)

仍可得此时无解.定理证毕.
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