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关于图同构复杂性的一点补充
A Suppl ement of the Complexity of Graph

Isomorphism Test
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摘要：在图G=(矿，E)中，删除其度数最大的顶点及其关联的边，在余下的子图中，如法炮制，直至余下的子

图为零图。设所删除的这些顶点z”z2，⋯，z。的度数依次为P，，P2，⋯，B，称序列P，，P。，⋯，P。为图G的度序

列；2；i(1≤z≤z)关联的边的另一端点在G中的度数的集合称为顶点毪关联的度集合．I通过计算、比较两图的

度序列、被删除的顶点的度数以及它们关联的度集合，证明两图同构问题的复杂度是多项式的．

关键词：图同构复杂性多项式度序列 度集合

中图法分类号：0157．5

Abstract：The vet。tex with maximum degree and its incidence edg：es in the graph G ar。e

deleted．The remaning subgraphs follow in the same way until the tast subgiaph empty．If degIees

of the deleted veItexes zl，z2，⋯，zzar。e Pl，P2，⋯，Pzin order．The series Pl，P2，⋯，Pfis called the

degree-series of the gr’aph G．The set consists of the degrees of other ends of tile incidance edges

of z：(1≤i≤z)in graph G，is called the incidence degIee—set。f z。。The complexity of graph

isomorphism test is proved to be polynomial by calculating and comparing the degr。ee—seties．the

degrees of the deleted vet‘texes and their incidence degree—set．
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自文献[1]发表之后，发现图G的VC表示式，

即VC(G)并非唯一的。本文证明，即便这样，图同构

的复杂性仍然是多项式的．

1定义及定理

图的同构与其顶点的度数有极大关系．不妨在

顶点y的右上方标上有括号的数字来表示，如y∞’

则表示顶点y在图G中的度数是3．

定理1 简单连通图G一(矿，E)和F=(U，

Ⅳ)同构的充要条件是有VC算法[1|，使得在

VC(G)==

』y三；}i“’”z挖12’，⋯，z‘≥i’l’’，y：薹{“’，z5：船’，⋯，z5≯尹2’’，1
1⋯，y黟’∥彦也’，⋯，z∥’ f
与

VC(F)一
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”，y澎。’)1

中，有

l{z2 r，’，．z譬r。’，⋯，z擘：，。’)l=l{y辨-’，y黟；z’，⋯，

y暨一。’}I (1)

(2)

其中，所有的z。zo∈V。Y州Y，∈U，1≤i≤Z，l≤
Z

j≤P。，≥：P。一IEI—lⅣ5。
扛i

证明 必要性． 设G与F同构．这．H寸，G中的

顶点必定澍应着F中度数与之相同的顶点；G中相

邻的两顶点，它们在F中的像，仍然相邻(反之亦

然)．这样，当G和F执行VC算法喇，如果z：是G中

度数最大的顶点，则z{在F中的像，比方说是Y¨也

必然是F中度数之最大者．因而分别在G和F中删

除zz和．M及其关联的边后，各自所余的子图中的顶
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点，原来度数相等的，依然相等：凡与z：和弘不相邻

的，度数不变；凡与之相邻的，度数减1．特别，与z：

关联的边的另一端点，就是G中与z。相邻的顶点；与

弘关联的边的另一端点就是F中与．Y。相邻的顶点．

由于霸的像是M，从而与Y。关联的边的另一端点就

是z。关联的边的另一端点的像．依前述的同构假

设，G中的顶点，其度数与其在F中的像的度数相

等．．对后面要删除的顶点及其关联边，依此类推．因

此，对任一2司砸尸。，V纪，∈{聊以，，竹舯⋯，现只)，且V优"

∈{咒fl，咒f2，⋯，卯护)，咒。=优i(i一1，2，⋯，Z)此即(2)

式．

如上所述，G中度数是最大的顶点所关联的边

数与其在F中的象的关联的边数相等，列于G与F

的各次子图c1]，情况类似．此即(1)式．必要性得证．

充分性 如果对图G和F施行VC算法后，其

VC(G)与VC(F)有如上式．那么，构造映射／：y一

(厂：首先，令’Vo一(z1，z2，⋯，zf}，Uo一(y1，y2，⋯，

yz)且／(z，)一弘(z一1，2，⋯，z)．其次，对于z。∈(V

—Vo)n{z磬t’，z黟z’，⋯，z擘“一，’)，则令

厂(z。)一y。，∈(U一(，。)n{y辨’，y跏’，⋯，y麓，，’)，

(deg(z。)一deg()，。J))。司验证，这是一个同构映射．

证毕．

在VC(G)表示式中，具有相同的关联边数P。

的项是可以调换次序的，并且y∥也可写成y∥．

例1 图G。和图G。分别如图1、图2所示，判断

图G。与G。是否同构．
。

图1 图G1

解 因为

VC(G1)一{y挣～’，y≯““，y箩““，y盖c^"，yjc{)，

yjn，V{fl})，

VC(G2)一(y夕’’，∥’，y；n g，，7”，硎∥“’'g“，

V扩’7““，y：／”，y夕“，y参’’)．

因为G。与G。中的每个顶点的度数均为3，故省

去。

由定理1知图G，与G：同构．

图2图G2

例2 图A、图B分别如图3、图4所示，判断图

A和B是否同构．

图3 图A

．、／ ＼
＼ _／
，／ ＼

图4 图B

解 因为

{《警∞以扩’，碰∞徊扩。，y!箩’∥g’’，y!箩’猫3’’，
《∥蟛。}，

{矿j警”’6P’加p’徊Pn，yj笋孙’6P¨，y{算∞川乎¨，
y∥，嗲。}．
由定理1，因其不满足(2)式而不同构．

定义1 在VC(g)中，称P。，P。，⋯，Pz为图G

的度序列．设图G与G7的度序列分别为P。，P。，⋯，

P，和P：，P：，⋯。P：(Z—Z’)，如果对k一1，2。⋯，Z，分
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别有P*=P：，则说G和G。有相同的度序列．

定义2 在VC(G)中，称{nli，咒f2，⋯，规护)(z一

1，2，⋯，z)为顶点z。∈V关联的度集合．

有日寸，需要把图G的度序列P，，P。，⋯，P，与整

数对应：

，(Pl，P2，⋯，Pf)一P1×咒纩1+P2×咒扩2+⋯

+Pz X门：，

其中，规。可取max(deg(V。))+1，在max(deg(y：))
P．∈r

Vi∈P

<10日寸，也可取10．

关于图G的度序列，有如下定理：

定理2 无向简单连通图G一(y，E)有2个不

同的度序列的充要条件是它的某次子图中有S(≥

3)个同为度数最大的顶点，其中2个顶点不相邻，另

外有一个和所有其余的顶点都相邻．

证明 首先，如果图G的每次子图都只有一个

度数最大的顶点，这日寸删除这些顶点的次序是唯一

的，从而其度序列也唯～．

其次，如果图G的每次子图都只有2个度数最

大的顶点，比如在某次子图中有最大度数为咒。的顶

点z，和z。．I此时，倘若它们相邻，则无论按先z。后

z。，还是先z：后z。去删除，相应度数都是咒。，‰一1；

倘若它们不相邻，则无论按何种顺序删除，相应度数

都是‰，规。．因而，此种情况下，其度序列也是唯一

的．

下面，假设图G的某次子图中有S(≥3)个度

数同为最大的顶点。

充分性 此时有2种删除次序：a、先后删除那

两个不相邻的顶点，相应度数为咒。，‰；b、先删除那

个与其他的顶点都相邻的顶点，再删除余下之～顶

点，相应度数则为咒。，嘞一1．因此就有2个不同的度

序列．

必要性 设2图G有2个不同的度序列，那么，

他们最少有一个项(度数)不相同．例如咒。，咒：，⋯，

咒^，卵^+1，⋯，和咒l，，22，⋯，咒^，门：+l⋯其中的咒^+l≠

咒：+。。现在，考察最大度数为嘞的顶点所在的子图．

基于前述理由，该子图!瞄有S(≥3)个度数同为‰的

顶点．由yC算法，当在该子图中删除这S个顶点之

一之后，其余顶点的度数或是不变或是少1．因而，

下一次要删除的顶点的度数要么依然是终，要么是

嘞一1．．倘是前者，说明这S个顶点中必有两个是不

相邻的；倘是眉者，说明删除的那个r顶点与其余的S

一1个顶点都相邻．既是m+。≠咒4。，说明两者同时

并存．定理得证．

定理3 任意一个无向简单连通图G=(y，E)

的度序列的个数g≤2+(Z一3)，其中Z—

max{jvc(G)I)，即其度序列中的最大项数．此时若

有项数仅为z一1的度序列，则补上0作为其最后一

顶．

证明 (I)当Z一3日寸，可满足定理2的条件，

因而由定理2图G=(y，E)有分别为咒。，加。，扎，和咒。，

规。一1，咒2两个度序列．I但规o+嘞+咒l一犯。十(卯。一

1)+咒z—IEI，所以咒，=规。一1．从而，不可能有其

它的度序列，即g一2+(Z～3)；

(Ⅱ)设Z=k时定理已成立，即吼=2+(志一

3)，推证，一k+1日寸定理3也成立．I Z—k到z—k+

1，相应地，其k次子图到k+1次子图，由定理2的证

明过程知其度序列的个数最多增1：吼+。≤鲰+1=

2+(志一3)+1—2+(是+1—3)一2+(Z一3)．

因而Z—k十1日寸定理3也成立，证毕．

例3 如图5，依次按y，一y5一y：一y3，y。一

yl—y5一y2，y3一V2一yl—y5和y3一y2一y4

一y。一y。删除各顶点及其相关联的边，则分别得

到度序列44210，43310，43220和43211．

图5 图的度序列

2 判定图G与F同构的算法

输入G(F)的邻接矩阵A(i，，)(C(“j))；

输出G与F同构或不同构的结果；

begin

q一1：记A(z，j)为B(q，i，j)；

for y一1 step 1 until g do

begin

222：求B(y，z，j)各行中1的个数(即G或其余子图

各顶点的度数；矗(z))；

求与B(Y，z，j)相应的G的子图的最大度数的

顶点(尼)及最大度数的顶点数(S)；

如果S≥3且其中有两不相邻的顶点(iE其中

之一为k，)，另有一顶点k。与其余的S一1个顶点：均
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相邻，则

(I)g—g+1；B(g，i，j)一B(，Y，i，j)；消去B(g，

i，j)中第尼。行的所有1，计’算度序列g(g)一g(g)×

以o+d(k，)；累计删除的边数优(g)一m(g)+d(尼1)；

(Ⅱ)消去B(y，i，j)中第志：行的所有的1；计算

g(y)一g(y)×咒。+d(k2)；累加删除的边

数772(y)+舰()，)十d(五2)；

否则消去B(y，i，j)中第足行的所有的1；

g(y)一g(y)×嘞+d(尼)；

m(y)一m(y)+d(k)；

如果7咒≠772(y)则转222；输出g(y)(厂(y))

end；

注：77"l—lE J．

比较G和F的度序列g(1)，g(2)，⋯，g(q)与

／(1)，厂(2)，⋯，厂(g)，如果有相同者则转333，否则

打印“G与F不同构”而结束；

333：对i一1，2，⋯，Z，而，一1，2，⋯，P。，如果(，2。=

mi)八V巩，∈{7咒∽研∞⋯，m。P．)八V优"∈{咒∽绝2，

⋯，咒护)，则打印“G与F同构”，否则打印“G与F不

同构”

end

3 算法分析

(I)求图的度序列的所需时间：

(a)求各顶点的度数及其顶点的最大度数，求

最大度数的顶点数为以×规+咒+咒一0(咒2)；

注：咒=Iy I．

(b)在S个顶点中寻与其余S一1个顶点皆相

邻的顶点以及不相邻的顶点为

S×S+(S一1)×(S一1一z)<S X S+S×

S<咒X咒+挖×咒一O(咒2)；

(c)转换数组，删除②中所寻的顶点及其关联

的边为咒2十以+鲍一O(规2)；

以上各步最多循环g(<Z<挖)次，每次执行

GOTO 222不超过Z次，其时间为0(n4)；

(Ⅱ)比较两图的度序列所需时间为g×g≤咒

×咒一0(舻)；

(Ⅲ)由于Z<挖且扎>咒一1≥P。≥P2≥⋯

≥B，检查各次顶点的度及其关联的度集合所需时

间为O(卵2)．

因此，判定图G与图F同构所需肘间为

O(咒4)+0(咒4)+0(咒2)+0(咒2)=0(咒4)．
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