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摘要：应用构造理个多项式方法，将n个多项式的系数向量构成行阶广义范德蒙矩阵D_。特别地，泼方法可构

造范德蒙矩阵的逆．．
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矩阵函数在工程技术中有着广泛应用．而在矩阵

函数的计-算‘中，广义范德蒙矩阵‘13
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其中九≠A，．当尼≤7咒日寸，P：：z=m(rn一1)⋯(研一

是+1)；当k>优时，P象一0，它占有重要地位：．广义．

范德蒙矩阵与文献[2]的固定矩阵有关，用求导法

计算矩阵函数时出现的线性方程组的系数矩阵[3～4]

正是它的转置矩阵．而D可逆嗍，求Dq是计‘算矩阵

函数的关键．可是，当咒，2。，2。，⋯，A，为参数，用常规

方法求D_1时，由于抽象符号过，多而计算_彳艮复杂．本

文通过构造多项式解决这一问题．

根据凡的不同，D的列向量分为s组，其中第i

组包括c。价-列向量‘．

定理1 设广义范德蒙矩阵D的第i组第j个

列向量对应的多项式为

伤(A)=(6啪+bulA+⋯+62心一．疋一)(Al—

A)‘，⋯(Aj一1——A)‘，一，(凡十1——A)‘r+，⋯(A，——A)‘s，

其中b啪。b舯⋯，6访吒，的取值使下式成立：

癣叫’(凡)一1，且蟛删1’(凡)一0，(尼∈{1，2，⋯，

j一1，j+1，⋯，c0)， (1)

其中癣叫’(A)表示％(A)的k一1阶导数。则殇(A)(z

2004—02—24收稿。

一1，2，⋯，s；j=1，2，⋯，c：)按升‘幂排列的系数行向

量、Xl，一(盘啪，a“1，a啪，⋯，aij(n-1))构成D～，即

D1一(x矗，xj。，⋯，xj¨xf，，xj。，⋯，X。I，⋯，

xj，X五，⋯，X：．)7．

证明 因为％(A)一a啪+ai，lA+⋯+a#k2k+

alj(k+1)"+1+⋯+aij(一1)刀_。，所以

癣一”(A)一0+⋯+0+aij(k-1)磁二i+以啦磁q五

十⋯+c21j(,j-1)P：二}疋‘一。，(足≤≤规)，

由(’1)式，Xq一(统⋯aljl，．”，aid(，

左乘第i组的第j列的结果为

。口啪+⋯+o岛叭，一2)+aij()-1)P；==j+盘ⅧP；_1凡+

⋯+al／(n--1)尸!--一1l～n一7一癣1’(凡)一1，

X，，左乘第i组的第k列的结果为

O乩，o+⋯+O以叭卜2)+aij(k-1)磁二i十aij,b磁啊1凡+

⋯+aij(．-1)p⋯k-11．。川一搿_1’(A。)=0，(尼≠j)．

又对于其它组，不妨设对于第1组(z≠1)，由于

傍i(^)中有因子(A。一A)‘，，故蟛-1’(A)，(矗≤c。)中仍

包含有。因子A。一A，即蟛-1’(A)一(A。一2)q(2)．所

以X。，左乘第1组的第是个列向量的结果为
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—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————一一+alj(n--i)A‘)⋯k--1In．～一彤叫’(A1)一0．
可见，X。，左乘其它组的列向量的结果均为零，

所以有

(羁，x是，⋯，x；。，，x轰，磁，⋯，x乞。，⋯，Xi，
x五，⋯，X：)2D—E，

故命题成立．证毕．
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构造A～．

解 利用(1)式构造4个多项式．以第二个多

项式为例，说明其计算‘过，程．设，

仇2(A)=(6120-t-b121A)(A2一A)(A3一A)， (2)

由(1)式，竹：(九)一0，矗：(A。)=1，敝

f(6120-+-6121A1)(A2一A1)(A3一A1)=0，

lbl21(A2一,t1)(A3一,11)一(6120+b121&)(A3一
l A1)一(6120+b121,11)(A2一A1)=1，

一A，

解得：hi20一丽=丽纛=丽’6Ⅲ一

獗-=石灭1石=了$．代入(2)式，得姒肛再蔫+等糌A+赤笔篇井+万夏靠_丽”，十瓦=百而两^十瓦．二i)(页-A-)“’
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同理可求X。，，X。。，X。。．根据定理，A_1一(X矗，X己，

x矗，X；。)7，即
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当每组只有一个列向量时，D为范德蒙矩阵．

它的可逆性易知．而它的逆用常规方法不易求得．用

本文的方法容易获得它的逆．

推论1 对于范德蒙矩阵

V==

，其

中九≠t，@≠j)，

设国。一{1，2，···，i一1，i十1，⋯，尥}，

∑ ^，也。⋯^厶。表示At，^z，⋯，五r一-，五汁t，⋯，九
71，72· ，厶一^∈n。

中所有可能的规一k个不同的数乘积之和，Ⅱ(乃一
jEn。
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相邻，则

(I)g—g+1；B(g，i，j)一B(，Y，i，j)；消去B(g，

i，j)中第尼。行的所有1，计’算度序列g(g)一g(g)×

以o+d(k，)；累计删除的边数优(g)一m(g)+d(尼1)；

(Ⅱ)消去B(y，i，j)中第志：行的所有的1；计算

g(y)一g(y)×咒。+d(k2)；累加删除的边

数772(y)+舰()，)十d(五2)；

否则消去B(y，i，j)中第足行的所有的1；

g(y)一g(y)×嘞+d(尼)；

m(y)一m(y)+d(k)；

如果7咒≠772(y)则转222；输出g(y)(厂(y))

end；

注：77"l—lE J．

比较G和F的度序列g(1)，g(2)，⋯，g(q)与

／(1)，厂(2)，⋯，厂(g)，如果有相同者则转333，否则

打印“G与F不同构”而结束；

333：对i一1，2，⋯，Z，而，一1，2，⋯，P。，如果(，2。=

mi)八V巩，∈{7咒∽研∞⋯，m。P．)八V优"∈{咒∽绝2，

⋯，咒护)，则打印“G与F同构”，否则打印“G与F不

同构”

end

3 算法分析

(I)求图的度序列的所需时间：

(a)求各顶点的度数及其顶点的最大度数，求

最大度数的顶点数为以×规+咒+咒一0(咒2)；

注：咒=Iy I．

(b)在S个顶点中寻与其余S一1个顶点皆相

邻的顶点以及不相邻的顶点为

S×S+(S一1)×(S一1一z)<S X S+S×

S<咒X咒+挖×咒一O(咒2)；

(c)转换数组，删除②中所寻的顶点及其关联

的边为咒2十以+鲍一O(规2)；

以上各步最多循环g(<Z<挖)次，每次执行

GOTO 222不超过Z次，其时间为0(n4)；

(Ⅱ)比较两图的度序列所需时间为g×g≤咒

×咒一0(舻)；

(Ⅲ)由于Z<挖且扎>咒一1≥P。≥P2≥⋯

≥B，检查各次顶点的度及其关联的度集合所需时

间为O(卵2)．

因此，判定图G与图F同构所需肘间为

O(咒4)+0(咒4)+0(咒2)+0(咒2)=0(咒4)．
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由定理，命题成立．证毕．
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