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摘要 , 引进环的亚优越扩张的概念 ,并证明若 S} R 是亚优越扩张 ,则 S是左凝聚环当且仅当 R 是左凝聚环 .
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Abstract, The concept of subexcellent extension is introduced. It is proved that if S} R is a sub
excellent extension then S is lef t coherent ring if and only if R is lef t coherent ring.
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S是一个环, R 是 S的子环而且 S与 R 有相同

的单位元.文中所有的环都是有单位元 1 的结合环,
所有的模都是酉模.环扩张 S} R 称为一个优越扩

张,如果

( 1) S是 R的 1个自由正规扩张,且有 1个含有

单位元 1 的基;即,存在 S的有限子集{ a1, ~ , an} 使

a1 = 1, S=  n

z= 1Raz, Raz = azR, z = 1, 2, ~ , n且 S
作为左 ~右 R-模是 1 个以{ a1, ~ , an} 的自由模;

( 2) S是右 R-投射的;即若NS是MS的子模,则

NRI MR 可推出NSI MS,这里NRI MR 代表N是M的

直 和 项. 优 越 扩 张 是 由 Passman 1] 引 进, 而 被

Bonami 2]命名,现已被广泛研究 1 7].优越扩张的例

子 包 括 有 限 阶 矩 阵 环 1] 和 交 叉 积 ( crossed
products) R G, 其中 G 是 1 个 I G I -1  R 的 有 限

群 4]. Xue Weimin 5]引 进 几 乎 优 越 扩 张, 给 出 2 个

例子说明此概念是优越扩张的非平凡推广,并证明

了如果 S是 R 的几乎优越扩张,则 S是右凝聚的当

且仅当 R 是右凝聚的 6].本文将引进亚优越扩张的

概念,并证明并讨论亚优越扩张对凝聚环的影响.
这里先给出与本文结论相关的基 本 概 念 环 结

论.
定义 l 环扩张 S} R 称为 1 个亚优越扩张,

如果

( 1) S} R是 R的 1个有限正规扩张,即存在 S
的有限子集{ a1, ~ , an} ; S使 S=  n

z= 1Raz, Raz =
azR, z = 1, 2, ~ , n;

( 2) SR 是平坦模,而RS是有限表现模;
( 3) S是右 R-投射的; (即若 NS 是MS 的子模,

则NRI MR 可推出NSI MS,这里NRI MR 代表N是M
的直和项. )

注意到环扩张 S} R称为 1个几乎优越扩张是

指 ,
( 1) S} R是 R的一个满足 SR 是投射模而RS是

平坦模的有限正规扩张;
( 2) S是右 R-投射的.
显然每个优越扩张是亚优越扩张,而几乎优越

扩张未必是亚优越扩张, 亚优越扩张也未必是几乎

优越扩张.
凝聚环首先由 Chase 8]引进,并给出下列刻画.
引理 l 令 R 为一个环.则下列陈述等价 ,
( 1) R 是左凝聚环;
( 2) 每个有限表现左 R-模是凝聚模;
( 3) 每个自由左 R-模的任意有限生成子模是有

限表现模;
( 4) 每个平坦右 R-模的任意直积是平坦模;
( 5) 对任意集合 X,有 RXR 是平坦模.
( 6) 对 a R及 R的任意理想 1,都有( 1, a) 是有

限生成的;
( 7) 对 a R 都有( 0, a) 是有限生成的左理想;
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并且 R 的任意有限生成左理想的交是有限生成的.
Lenzing[9]通过张量积刻画有限生成模, 有限表

现模, 给出下列结论.
引理 2 R 模是有限表现模 ( 有限生成的) 当

且 仅 当 由 ( z)  n  ( zn) 给 定 的 典 范 映 射 R 

 R     
 对任给的集合  都是同构( 满同态) .

定理 若环扩张   R 称为 1 个亚优越扩张,
则  是左凝聚环当且仅当 R 是左凝聚环.

证明 (C) 若 R 是左凝聚环, 由引理 1, 对任意

的集合  , 有 R 
R 是平坦 R 模. 由[1 ] 可知 ~OmZ(R 

R ,
  Z) 是内射左 R 模, 由于  R 是平坦右 R 模, 于是

对任意的左   模正合列

    B  C   ,
于是有

   R     R  B   R  C   
是 1 个左 R 模正合列, 而 E ~OmZ(R 

R ,   Z) 是内

射左 R 模, 于是有

  ~OmR( R  C, E)  ~OmR( R  B, E)  
~OmR( R   , E)   
是 1 个正合列. 而相伴性定理给出

~OmR( R   , E)  ~OmR( , ~OmR( , E) ) ,
故有

  ~OmR ( C, ~OmR ( , E) )  ~OmR ( B, ~OmR

( , E) ) ~OmR( , ~OmR( , E) )  .
这表明 ~OmR( , ~OmZ( R 

R ,   Z) )  ~OmR( ,
E) 是内射左   模.

而由有左   模同构

~OmZ ( R  R ,   Z) )  ~OmR ( , ~OmZ ( R 
R ,

  Z) ) ,
有( R  R )   ~OmZ ( R  R ,   Z) ) 也 是 内 射 左

  模. 于是由文献[1 ]的 引 理 19 14, 有 R  R 是

平坦右   模. 于是利用   R 为 1 个亚优越扩张, R 
是 有限表现模, 引理 2 指出由( z)    ( z ) 给定的

典范映射 R  R     
 对任给的集合  都是同构.

故   
  R  R  是 平 坦 右   模. 因 此  是 左 凝 聚

环.
(D) 反 过 来, 若  是 左 凝 聚 环, 对 于 任 意 的 集

合  ,   
 是平坦右   模. 而R 是有限表现模, 故 R 

 R     
 . 因 此 R  R  是 平 坦 右   模. 故 ( R 

 R )   ~OmZ(R  R ,   Z) ) 也必定是内射左   
模, 由左   模同构

~OmZ ( R  R ,   Z) )  ~OmR ( , ~OmZ ( R 
R ,

  Z) ) . 有 ~OmR ( , ~OmZ ( R 
R ,   Z) ) 是 内 射 左   

模. 而   R 是 R 的 1 个有限正规扩张, 于是由文献

[11]的推论 2 有 ~OmZ( R ,   Z) ) 是 内 射 左 R 模.
于 是 有 R 是 平 坦 右 R 模. 因 此 R 是 左 凝 聚 环. 证

毕.
由于每个优越扩张是亚优越扩张, 故有下列结

论 ,
推论 若环扩张   R 称为 1 个优越扩张, 则  

是左凝聚环当且仅当 R 是左凝聚环.
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