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摘要：讨论一类推广的需求率曲线为具有双拐点类型任意次函数的存贮模型，运用间接法给出该模型的解析

最优解．其最优解为库存应用中需求率曲线的拟台提供更多的选择方式。
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Abstract：The inventory model of free degree function with a generalized demand rate curve

containing two inflexions iS discussed．The optimization solution of this modeI is obtained by the

indirect method．The optimization solution provides more choices tO the imitating of demand rate

curve of inventory appiications．
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对于需求率随时间t变化的库存模型来说，拟

合需求率曲线是非常重要的．对于一种产品由非零

需求逐渐变化至零的情形，文献[11给出了线性需

求的最优控制模型；而对于需求由零至峰值再回复

到零的情形，文献[2]给出一种用简单直线段拟合

需求函数^(￡)=at“e“(其中a，m，b为参数)的库存

模型，文献[3，4]则分别给出二、三次函数来拟合该

情形的库存模型，而文献[5]在文献[1～4]的基础

上给出推广的用任意次(m+1次，m一1，2，⋯)函

数A(￡)一Kt(丁一t)”(该曲线仅有一个拐点)来近

似拟合该情形时的库存模型，得出了它的最优控制

策略．

本文在文献[1～5]的基础之上给出一个需求

率曲线具有双拐点的推广模型，其需求率为时间t

的m十2次函数^(￡)一Kt2(丁一})”2(其中系数K>

0；周期了1>0；0≤f≤T；m一0，l，2，⋯，其中7n≥

2时具有双拐点，且拐点为(“，a(t。))及(f。，A(￡z))，

其中t1．2一丛里{：{专最箸等铲丁，峰值为
2002 12 04收稿，2003一09—24修鲻。

^(=罂之)一粤墨}关≥)，并用间接法得出该模型“o磊干1’一丽iF驴’，开用1日J璜岳得出1熬俣型
的解析最优解．该模型的最优解提供了应用中进行

拟合的可选择的又一种方式，同时由于给出了解析

公式解，使计算方便、快捷．

1 需求率变化的库存模型

设需求率A(f)为时间t的m+2次函数：

^O)一Kt2(丁一})“，(O≤t≤T，m一0，1，2，

⋯)， (1)

式中，常数K>0，而T为寿命周期，当m取不同值

时，所得需求率函数^(f)也不一样。当m一0时需求

率函数为抛物线，需求率A(￡)由。增加到KP；当m

≥1时，需求由零至峰值再回复到零，并且当m≥2

时需求率函数均为具有双拐点的曲线弧．叉设订购

一次的订购费为c，单位时间内单位货物的存贮费

为H，备运期可忽略不计，且不允许缺货，则该模型

的最优控制策略应为：求在时间[o，丁]内订购次数”

为多少，每次订货时间tl，￡。，⋯⋯，t。如何确定，每次

的进货量qt，g。，⋯⋯，吼是多少，并能使总费用(订

购费和存贮费之和)为最少．
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2模型的最优解

下面用间接法来求解该模型的最优解．令

口(f)一MT—f)一K(T一≠)“t，(O≤t≤T，

m一0，1，⋯)， (2)

对岸(f)而言，此时其周期开始时刻为丁，而结束时刻

为0．

假设Y表示一段时间的起始时刻，z表示任意

时刻．若在时段[_，z]内不订购，则时刻z的库存量

为：畎z)一I p(t)dt．设y≤z≤t时间内的库存量
J，

为i(}，y)，则：

i(t，j，)一I§o(x)dx—I 8。I p(t)dt， (3)

又设Y≤z≤t时间内的存贮费为l(t，y)，则：
rr2fm十2

I(t，∥)=Hi(t，y)2 HKE石习j女而+
T—Zy—“+2——T—Zty—．,+l_-—2Tty—“+2———2Ty—4+a——
m+2 m+1 m+2 m+3

1旦：：： 』． ￡：：
(m+2)(m+3)。(m+3)(m+4)

￡旷“]
m+3J’

Y“+4

m+4

(4)

令，，(T)表示在时间71内订购n次的最小总费用，

则有如下函数方程：

ffl(T)一C+I(T，o)， ⋯
lf。+。(T)一rain(C+I(T，y)+，j(y))，

0<J<1

由(4)及(5)的第一式有：

fl(T)一C+J(丁T，O)一C+

丽再丽再豸音瓢而再可H胛“‘，“)
一般地可令“1

^(丁)=nC+anHKT““． (7)

下面确定待定系数a。．由(5)的第二式有：

^+1(丁)一min{C+I(T，y)+nC+
O‘K1

日。ⅡK_““)一(”+1)C+日五

。笔吕‘石—1又i干6面T石习巧灭i干面
．

’”+4

3T2旷+2
m+2

+

筹一鬻3+c南4+Ⅲ+l m+ 、m+

(8)令未‘两可1两焉2篝丽3+。dy‘(m+)(m+)(m+)(m+4)。

i3T丽23P+2一T而3y“+1一—3T雨y'．+3D'2 3+(磊{-4+％)y“+4)m+2 m+1 + 1、垅+
”～ ’

一0，解得符合条件的极小点

y一——而兰一丁1+√(m+4)“

(9)

将(9)式代人(8)式解得：

^}l(丁)一o+1)C+Ⅱl·
3r————————一

[1一(2+2(m+3)√(m+4)％+(，，z+2)(m+

3r————————一
3)√(m+4)2《)／211+

3r————————一
√(m+4)a。]“”]HKT"“， (10)

式中，口。就是(6)式中HK丁“4的系数，也即a，一

．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．!i!．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．一(m+1)(m+2)(m+3)(m+4)
故比较(6)、

(7)及(10)式可知待定系数n。+。的递推公式为

．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．!；}．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．，．．．．．．．．．．．．一(m+1)(m+2)(m+3)(m+4)

卜“一石可1又i干面石习—灰i干面‘

{ [1一(2十2(辨十3)√ii丽+ (1”3r
(m+2)(m+3)√(m+4)2d：)／2[i+3厂_

【 √(m+4)a。]”3]，

要求n的值，则要求使得不等式^(丁)≤^+，(丁)成

立的最小整数n，即有：

nC十吗日j殂Ⅵ+4≤o十1)C+。件1日K丁概“，

上式化简得：
r、

dn—目m≤—H』KT2m+4， 一(12)

由(11)式容易知道(n。+。)为单调递减且极限为零的

序列，而C、H、K、T均为常数，故由(12)式可列式求

出使得总费用为最小的正整数n(即最小的订购次

数)的值．

其次，第(9)式表示在时问[o，y]内已经订购了

n次，而第n+1次的订购时间为Y．一般地，第i+

1次的订购时间由下式给出：

f。+1一T一“+l_：，(i—o，1，2，⋯，7t一1)，

(13)

式中，

“十。一丁且M十。一——再：兰==
1+√(m+4)a，

n一1，n一2，⋯，2，1)． (14)

另外，第i+1次的订购量琅+。应满足第i+1

次与第i+2次之间的需求量，因而有

q。+。一r+。^o)出一Kf⋯￡z(丁一f)mdt,(i一”一
Jti+】 Jt汁l

1，n一2，⋯，1，O)． (15)

最后给出订购次数为”次的最小总费用：

^(丁)一nC+d．HK丁卅4． (1 6)
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图1 具有双拐点存贮模型

3 实例

例l 假定某产品1a的需求率曲线为上(经验

曲线)，我们可用四次曲线z：^(f)一Kt2(丁一t)2(m

一2)来近似拟合，工及f的图形如图2所示，其中丁

一12，一次产品订购费C一450元，单位产品存贮费

H一0．05，初始库存量为0，K一1．5(调整值)，T及

t的单位均为月。问1a应进几次货，每次进货时间及

进货数量是多少，才能使总费用最小．

圈2需求率曲线拟台

解 (i)先求订购次数”，因为

泰；丽孬若警丽驴一o’002009，
由(11)及(12)式有

4l一0．0166667，口2—0．0031057，d3—0．0010923，a4

—0．0005080，而嘶一a2—0．013561>0．002009，

nz一日3—0．0020134>0．002009，a3一吼一

0．0005843<0．002009，故n一3-,-卸1 a内订赡3次．

(ii)其次订购时间：由(13)及(14)式可得订购

时问如下：t-一0(即年初)，t2—2．52(月)(约合75

d)，岛一5．52(月)(约台165 d)．

05)再次，由(15)式求每次的订购量：第一次的

订购量应满足2．52月的需求量，也即：

g。一1．5I t2(12一≠)2dt一819．76；类似地，第
J o

二次、第三次订购量为qz一4471．90及吼一

12441．60。

(iv)最小总费用为：^(丁)一3C+4。HK丁6=

3×450+0．0010923 X 0．05×1．6×126=

1594．62(元)，其库存与订货情况如图3所示．

圈3订购量及订购时间

4 结束语

容易知道，当m取不同的自然数，取不同实数

时，就可以得到不同次数(不同类型)的需求率函数，

这使得我们对需求率函数有了更多的选择．由于该

模型与文献[1-53的类型完全不同，这弥补了需求

率曲线较为单一的不足，需求率函数的选择就增加

了一种方式，另外由于该模型的普遍性(即K与m

选择的多样性)，以及求出了解析公式，故在应用中

具有较重要的理论与现实意义．
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