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基于多步法绘制理论的抛物线裁剪算法
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摘要 基于多步法绘制原理和 Brensenham 算法 提出一种新的关于抛物线的线性化裁剪算

法 O 该算法首先线性化计算 由给定抛物线生成绘制时所需的两个数组 然后考虑到各种裁

剪情况 利用两数组实现抛物线与窗口裁剪线的求交运算 得到相应的裁剪数据 最后再绘

制出所求的裁剪图形 .
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AbStract A new clipping algOrithm abOut parabOla based On N-step rendering
theOry and Bresenham algOrithm is prOpOsed. The main idea Of this algOrithm is
that twO rendering arrays are f irstly prOduced thrOugh linear cOmputatiOn by a
def inite parabOla then while all kinds Of clipping situatiOns being cOnsidered and
the arrays being utilized the clipping data is Obtained by a cOmputatiOn which is a
kind Of insectiOn cOmputing between parabOla and the windOw clipping line f inally
the clipping graphics is rendered.
Key wordS parabOla N-step number N-step interval N-step array arc pOlygOn 
clipping algOrithm

裁剪算法是计算机图形学中的几个主要的基础算法之一 而如何使诸如圆和抛物线一类
的常用圆锥曲线的裁剪达到线性化程度 从而避免非线性方程的求根计算 成为许多学者所
关注的焦点. 本文试图就抛物线的线性化裁剪问题进行一些有益的探索. 自 1987 年文献[1]
提出一种被称为二步法的光栅扫描算法以来 多步的思想就此应运而生 其主要优点是图形的
一次扫描转换能绘制多个像素.文献[2]或文献[3]对有关多步法理论问题进行了一些有意义
的探讨 分别对抛物线 ~ 圆以及一般函数曲线的多步法绘制问题展开了讨论 提出了多步数目

mk和多步区间MS等概念 多步法绘制直接体现出离散绘制的思想 符合计算机图形的光栅显
示特点.



本文试图在文献[2]的基础之上,将多步法绘制理论的有关思想进一步应用到的计算机
图形学的裁剪算法当中,并就抛物线这一基本曲线的裁剪问题展开进一步讨论.

1 抛物线的多步法裁剪原理

图 1为多步画抛物线示意图, mk 为在第 k条扫描线下,由 Yk  0. 5产生多步数目.为使问
题简化,仅考虑抛物线 I= Py2( P> 0) ,如图 2为抛物线的裁剪示意图,抛物线 OPA的MS(多
步区间) 部分为 PA, US(单步区间) 部分为 OP,两裁剪线 ToP~ Left 分别与 PA部分相交产生
交点 B~ C,弧边 BC即为裁剪结果.另外,根据扫描线自上而下绘制图形的特点,从图 2 我们还
可看到由 B~ C两点所产生的绘制裁剪图形的关键数据 nb 和 ne.其中, nb为 B点距 PA 段起点

A 的扫描线数; ne为 C点距 PA 段起点 A 的扫描线数.因此,由 nb~ ne和它们之间的多步数目

mk,就能绘制出弧边 BC.
1. 1 定义
定义 1 多步数目集合为对于任一函数曲线内,由多步区间 MS计算所产生的所有多步

数目 mk的集合,用 Mset 表示.
定义 2 多步数组为存放Mset的数组,对于任一函数曲线 y = f(I) ,它由两部分组成.其

一为多步区间MS部分的Mset;其二为单步区间 US部分对应其反函数MS部分的Mset,称为

US部分的 Mset; 抛物线 I = Py2 的多步数组为存放抛物线 MS和 US部分的 Mset, 分别用

Pm[]和 Pz[]表示.
定义 3 弧边形为非线性曲线与直线形成的封闭的图形.其中非线性部分曲线段为弧边,

直线段为线边;抛物线的弧边形为抛物线曲线段与直线形成的封闭的图形.其中抛物线曲线段
部分为弧边,直线段为线边. (如图 2 所示, BC为弧边, BF为线边)

图 1 多步法画抛物线示意图

定义 4 抛物线的多步三角弧边形为抛物线MS或 US部分的某一弧段上,由该弧段和其
在两坐标轴上的投影线段即两直角边构成的图形.其中,在两直角边当中,对应于纵坐标 y 轴
方向的直角边长度值为 my,等于通过该边的扫描线数量;对应于横坐标 I轴方向的直角边长
度值为 mI,其大小为绘制该弧段的若干多步数目 mk之和. (如图 1所示 ; PBC为多步三角弧边
形, PB为抛物线 MS上的某一弧段, PC~ BC为两直角边,其值分别为 mI和 my)
1. 2 抛物线 x= py2 ( p>0) 的多步数组 Pu [dx1] 和 Pm [dy1] 的线性化计算

1. 2. 1 抛物线单步区间(US部分) 和多步区间(MS部分) 的确定
根据在文献[2]的引理 2;对于抛物线 I= Py2( P

> 0, I  0, y  0)

MS= {I, yI IE [ 14P, +  ) , y E [
1
2P, +  ) } ,

( 1)

US= {I, yI I E [0, 14P) , y E [0,
1
2P) } . ( 2)

根据MS和US的划分,同时考虑到扫描线自上而
下的扫描顺序,我们可将抛物线 I= Py2( P > 0) 分为

4 个区域( 0 ~ 3) ,如图 3 所示.
1. 2. 2 US部分多步数组 Pz[6I1]的线性化计算

可利用文献[4]中所述著名的 Brensenham 算法线性化计算得到 mk.
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设 P是抛物线 I = py2( p > O, I O , y  O)US部分扫描转换所确定的某一 Pixel点,
其坐标为 P(I, y) ,令 D(P) = I- py2(如图 1~图 4的 OP部分) .假设已选定 mk上的点 Pz(Iz,
yz) ,则下一个候选点为 Uz(Iz, yz + 1) 或 Rz( Iz + 1, yz + 1) ,它们分别在正上方或右上方.今设

cz = D(Uz) + D(Rz) ,则 ;当 cz < O时选 Rz;当 cz  O时选 Uz.参照文献[4]) 的圆 cz的求法,我
们可得到抛物线 cz 的递推公式为 ;

图 2 抛物线的裁剪示意图

图 3 抛物线 MS~ US区域划分

( O ~ 3) 示意图

图 4 Brensenham 算法示意图

cz+ 1 =
cz - 4pyz - Gp + 2, (cz < O)
cz - 4pyz - Gp, (cz

<
 

L  O)
( 1)

可由 O( O, O) 作为起始点,则有D(UO) = - p, D(RO) = 1- p,因而在不绘制 Pixel的情况
下, 可通过( 1) 式逐点计算 Pixel点.其中,对于任一条垂直线

I= Iz,将所有的 Uz点的数目累加即可得到 mz,即 mk,从而得
到数组 Pz[cI1].这里, cI1 为以整个 US部分为弧边的多步
三角弧边形的 mI值(如图 3) .
1. 2. 3 MS部分多步数组 Pm[cy1]的线性化计算
利用文献[2]中定理 3 可得 ;
mk = 2pYk, ( 2)
Yk 的初值根据 US部分终端确定,即由 P点确定 ;
YO = Pz[cI1] + 1. ( 3)
随后,由于扫描线每次递增量为 1,故有 ; Yk+ 1 = Yk + 1,

而 Yk 的终值即 A 端值,可由预先给定的一个较大的数确定.
cy1 大小为以 PA为弧边的多步三角弧边形的 my 值,故可得
到数组 Pm[cy1].
1. 3 抛物线的裁剪
抛物线的裁剪问题主要讨论一般窗口裁剪问题, 即是

Top~ Boz 水平线和 Lefz~ Rzghz 垂直线与抛物线相交问题.为
使问题简化,首先仅考虑 I= py2( p> O) 的情况,如图 2为抛
物线的裁剪示意图,显然,根据抛物线的对称性, 可分为 4 个
弧线段(参考图 3) .图 2中仅画出 2个弧线段即 OP和 PA.另
外, Boz 线与 y = O 线重合, Rzghz 线与抛物线边界端点 A 相
交,属特殊情况.由对称性特点,我们又可将 4 段弧线统一映
射到 2个弧段 OP~ PA上,这样便可利用数组 Pz[]或 Pm[]解
决 OP或 PA与窗口裁剪线的求交问题,最终统一归结为多步
数组 Pz[1]或 Pm[1]的下标起点 1b或终点 1e的求取问题.从
另一方面来看,抛物线的裁剪问题,可看成为一个弧边形的绘
制问题,弧边形(如图 2 的 BCDEF) 由线边(图 2裁剪线段) 和弧边(图 2 BC段) 组成,线边仅
为直线绘制,因此,抛物线弧线段的求取和绘制就成为弧边形绘制的关键.需要指出的是,将抛
物线的裁剪问题统一到 Pz[]或 Pm[]上来的另一优点是几何不变性(定义参见文献[5]) 的保
持,即某些几何信息不随坐标变换而变化的性质,仅仅在最后绘制时再考虑坐标位置.
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1. 4 线性求交

1. 4. 1 裁剪线与抛物线交点的求取
在求交之前,先确定出抛物线的多步数组 Pm  和 PU  及其位置数据(如图 3中的 A~ P~

O~ P/ ~ A/ 点数据) ,然后由窗口裁剪线数据和抛物线的位置数据,确定出可能相交的抛物线区
域, 并求出对应于此相交区域的 mI和 my的值.具体做法是,以图 3中 O号区域为例,若裁剪线

Top 交于此区域(如图 2所示) ,可根据 Top信息和 A点的数据立即确定出相交弧段 AB的 my
值,即图 2中的 nb值,并将其代入下面( 5) 式右边,则又可求出 mI,即边 BF的长度值.这样,在
绘制时便可利用 A 点坐标和对应于 AB弧段的 mI~ my 值确定 B点坐标;同样,若裁剪线 Left
交于此区域,可首先可由 Left 和 A 点数据确定出 AC弧段的 mI值,并将其代入下面( 5) 式左
边, 则又可求出 my,即图中的 ne.与此类似,我们便可求出对于任何裁剪线和任何抛物线区域
相交所产生的 mI或 my,以便绘制裁剪图形时使用.
关于交点的求取公式,先考虑MS段情况 ;当已知多步三角弧边形的 mI或 my时,可根据

Pm  数据,在有限次迭加m 的情况下(最多不超过cy1次) ,可分别对应求出my和mI(参考图

1)

my = min i (mI<=  
i= cy1-1

i= O
Pm i ) , mI =  

i= my-1

i= O
Pm i . ( 5)

另外, US段情况与此相同.
1. 4. 2 裁剪线与抛物线 I = py2(P > O) 相交情况分析
对于Top~ Bot线与抛物线弧相交,可分别产生 nb和 ne数据(如图 2) ;对于 Left线,与抛物

线上半段( yg O) 相交可求出 ne(如图 2所示) ,与下半段( y< O) 相交可求出 nb;对于 Right线,
nb 和 ne情况正好与 Left 线相反.
1. 4. 3 多条裁剪线相交情况考虑
当 2 条及以上的相互垂直的裁剪线相交时,有 2 种情况需要考虑 ; 其一是,交点在抛物线

之内,此时,除考虑裁剪线与抛物线的交点以外,还需考虑裁剪线段的取舍.如图 2 所示,裁剪
线 Left 和 Bot相交,线边 DC和 DE为裁剪结果;其二是交点在抛物线之外,此时,只需考虑裁
剪线与抛物线的相交情况.如图 2 Top和 Left 相交,弧边 BC为裁剪结果.

2 算法设计

步骤 1 用 1. 2 的线性化计算方法分别求取给定抛物线的多步数组 PU  cI1 和 Pm
 cy1 ;
步骤 2 就窗口的 4 条裁剪线 ; Top~ Left~ Right 和 Bot 线,分别考虑与 4段抛物线弧线相

交情况 ;
1) 求取交点和所在抛物线弧线段编号( O ~ 3) ,并确定对应弧线段的全画( O) ~ 部分画( 1)

和不画(- 1) 的信息;
2) 求取抛物线的多步三角弧边形的两直角边 mI和 my;
3) 求取抛物线弧边所对应的 nb~ ne等数据;
步骤 3 根据 步骤 2 信息分别确定弧边形的弧边数据和线边数据,其中 ;
1) 根据步骤 2 抛物线弧线段绘制信息和相应的 nb~ ne数据,确定弧边数据;
2) 根据步骤 2 抛物线弧线段的不画信息和有关的交点数据,确定线边数据;
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步骤 4 根据以上有关数据和窗口 ~抛物线的相应实参 分别绘制弧边形对应的弧边和线
边 其中:

1) 根据步骤 2 中的 1) 弧线段编号和全画信息( 0) 及其相应实参绘制弧边;
2) 根据步骤 2 中的 1) 弧线段编号和部分画信息( 1) ~步骤 2 的 2) ~步骤 3 的 1) 及其相应

实参绘制弧边;
3) 根据步骤 3 中的 2) 绘制线边.

3 运行结果举例

( a) ( 1) ( c)
图 5 抛物线的裁剪效果图( p = 0. 02 窗口参数可调)

( a)Top~ Right 内相交裁剪结果 ; ( 1)Left~ Bot 外相交裁剪结果 ; ( c)Top~ Right~ Bot 相交裁剪结果

如图 5 所示为用本文算法程序运行所得的抛物线的裁剪效果图. 其中图 5( a) 为 Top~
Right 线在抛物线内相交时的裁剪结果 中间两条弧边全画( iC = 0)  上下两条弧边部分画( iC
= 1) ;图 5( 1) 为 Left~ Bot 两条裁剪线在抛物线外相交时的裁剪结果 该图 Right 裁剪线在抛
物线右边界以外 故右边不封闭.另外 中间两条弧边不画 ( iC = - 1)  上下两条弧边部分画

( iC = 1)  结果表明 Left线在中间两弧边以右;图 5( c) 为 Right线与 Top~ Bot两线在抛物线内
相交 需 2 次考虑裁剪线取舍.

4 结束语

运行结果表明 该算法是可行的 特别是当抛物线 I= py2( p > 0) 的 p较大 而抛物线的
边界不是太大时 用若干少部分多步数目 nk 的连续相加 即可对抛物线求交 避免了对抛物线
非线性方程的平方根运算.另外 将该算法稍加改造 利用相同的 Pn[]和 PU[] 也可适应各类
抛物线的裁剪(如 p < 0时和 y = pI2 的情况)  还能用于抛物线裁剪图形的填充 该算法还可
以进一步改进 有关问题还需进行深入研究.
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