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一类被开发的Kolmogorov系统的定性分析

Qual itative Anal ysis of a Kind of

Kolmogorov System Expl oited

曾琬婷

Zeng Wanting

(广西师范大学数学与计算机科学学院桂林 541004)

(Co]1．of Math．and Comp．Sci．，Guangxi Normal Univ．，Guilin，541004)

摘要讨论一类食饵种群被开发的捕食系统平衡点的行为和系统的稳定性．应用向量场分析

和解有界但闭轨不存性，讨论f平衡点全局稳定的条件；应用Dulac函数法得到闭轨不存在

的充分条件；应用Poincare—Bendixson环域定理及张芷芬惟一性定理证明了极限环的存在惟

一性
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Abstract The behavior of equilibria and stability of a kind of predator prey

system in which the prey is exploited is discussed．Constructing by Dutac

function．a sufficient condition of the closed orbit is obtained．The condition of

global stability of equilibria is discussed by the analysis of vector field and the

boundness of solution and nonexistence of close orbit．The existence and uniqueness

of limit cycle is obtained in terms of Poincare Bendixson theorem and Zhang Zhifen

uniqueness theorem．
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l一类被开发的Kolmogorov系统

由于Kolmogorov模型的实际生态学意义，它引起了许多工if-者的关注，特别是如下一类

Kolmogorov模型：

警一z(氏+＆lz—d2工2一啦g(_))，

1等刮¨～，
q”

文献[1～4]对系统(1．1)在定性行为方面作了较深入的研究．然而对被开发的这一类
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Kolmogorov模型：

j dalr-一z‘d。’“lz—一d2T2
n3F‘y’’+‘’

。。．。，

l鬈一y(ba“d)十^，
去"几乎没有讨沦过，其中h，点为常数，当h，k为正数时表示对2个种群的投放；当h，七为负数时

表示对2个种群的收获(捕捞)“．直到文献Es]才对g(y)一，，h一0，”一1，女>0的情形在

这方面作了较全面的讨论，本文主要是在文献Is]的基础上作进一步的推广与深入研究，把，

推广到一般的函数g(y)，讨论g(y)在满足一定的条件时系统的定性行为，即讨论如下模型：

警一r(“。+nlT—YA2．27一“馏(y))一＆，

ld五y一儿r—1)，
其中‰>0，吨>0，“，>0，^>0，d。不定号．根据生态学意义”。，z，Y为食饵种群和捕食种群的

密度，“。为食饵种群的内禀增长率，n．T一％一为密度制约项，一如g(_)为捕食率，正为人类对

食饵种群的投放；其中r，Y在区域力一{(z，∥)l卫≥0，一≥0)中变动，故本文讨论只在n和n’

一“r，，)k>0，y>0)上进行．本文始终假设g(y)，一(y)在[o，+[x。)内严格递增，且譬(o)

一。州，l o)=o，lim掣一+。。．
2 主要结论

为了方便讨论，对(1．3)作变换：；一z，y—Y，i=ast，变换后仍用z，y，t记之，则系统(1．

3)变成与之等价的系统：

1警一』(札+b．f一乩一一曰(，))一f三P(r，J)，
<． (2 1)

』等一bsy(：r一1)i O(x，，)，

其中bu—do／n3>0，b：一如／a3>0，b3一I／a3>0，f—k／a3>0；^l一啦几3不定号．

2．1 平衡点的性态分析

令Ⅳ(丁)一bo丁+b1．r2—6：z3+“由方程根与系数的关系知Ⅳ(z)一0只有一个正根，记

为r’．

引理1(1)当N(1)一6。+b。一玩中f≤0时，系统(2．1)在n上有惟一的平衡点R。(r。，

0)，

(2)当N(1)=b。+bz～b。+c>0时，系统(2．1)在n上有2个平衡点R。(丁+，O)．R：(1，

y’)，其中√。为方程茸(一)一b。+b．一b。+f的惟一解．

引理2(1)当r。>1时，平衡点尺。(z”，0)为鞍点．

(2)当0<z’<l时，平衡点R-(z+，0)为稳定的焦(结)点．

(3)当Ⅳ(1)一60+bt—b2+f>0时，若疗l一2如一f<0，则R。(1，一+)为稳定的焦

(结)点；若^-一2b：一c>O．则尥(】，y。)为不稳定的焦(结)点．

证明 由系统(2．1)的变分矩阵易证．

引理3(1)若Ⅳ(1)一bo+^·一bz+c>0，则z+>1，平衡点R。k+，0)为鞍点．
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(2)菪Ⅳ(1)=b。+h、 b。+c<0．则0<丁。<1，平衡点R·(T“，o)为稳定的焦(结)

点

证明 因l【mⅣ(z)一r．1imⅣo)一一。。，而方程Ⅳ(z)=0只有一个正根工。，再由引
一o‘ 』一‘、

理2知引理3成立．

2．2 平衡点的全局稳定性

在区域92+内，由系统(2．1)中尸(r，y)与Q(z，y)的符号最多可将n+分成4个区域n一

“r，v)1P>0，Q>0}，02一{(工，∥)1P>0，Q<o'，皿一{(z，y)lP<0，Q>O、，n1一：(J，

y){P<0，Q<0}

定理1 当Ⅳ(1)一b。+^，一6。+f<0时，系统(2．1)的平衡点坞(z。，o)在n上全局

渐进稳定．

证明 由引理1、引理3知此时系统(2 1)在n上有惟

一的平衡点R，(r+，0)，且0<z。<1，平衡点Rlo+，0)为

稳定的焦(结)点．叉由g(y)严格递增，苴爿(o)一0，不妨设

曲线P(x，y)一0的大致图像如图l所示，且易知区域nz，

珐，n．。的位置也如图1所示．下证系统(2．1)在区域nz，琅，

n。中的向量场如图1所示．如果轨线o(f)，y(t))始点在

n：，D。中，则轨线或者趋于平衡点R．(z+，0)或者与曲线

P(n，，)一。相交，由于在曲线P(z，y)一。上没有其它的

，F衡点，再南轨线的斜率可知与曲线P(z，y)==o相交的轨

线当，一⋯时，最终仍趋于JR。(丁4，0)；从区域ns中出发
的轨线必与直线T—l相交，这是因为在n。中随着的t增

大，y增大，r减少，而

品dyl— 6∥o一1)
lz(氏+blT—bzx2一g(一))+c

图1 向量场

g(y)

y

bo+61T

由于⋯lim～，芝警一十。。，于是必存在常数M>o，使当y适当大时有l品dy；<M，所以轨线不可
能永远停留在直线丁=1的右边，叉因为Y一0是积分曲线且当r>0时，在y一0上除R。(z’，

0)外无其它平衡点，故从区域皿中出发的轨线必与z一1相交进人区域n。，最终趋于R，(工’，

0)}如果轨线始在y轴上，由系统(2．1)的方向场可看出轨线必进入区域n：，最终趋于R，(T’，

0 J．

综合以上所述，定理1得证．

定理1的生态学意义是：当Ⅳ(1)<0时，捕食种群最终灭绝，食饵种群稳定在r+水平上

定理2 当f>焘时，系统(2·1)在以+上不存在闭轨·
证明 取Dulac函数：B(T，y)一z 1Y 1则

9一(FBP)+—a(矿BP)一B(‰+2b1 r一3如一一g(y))一r 2y 1P(T，y)+Bb。(z—1)一

。1_2Q(n_)一B(b。T一2b：工2一詈)，显然，当6。≤o时，在o+上有[堕等’+堕筹2]I．川，
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<o；对6．>o时，令聋。)一6．一一2bz一一c，易得垂(工)在z一轰取到最犬值，所以当

垂(龛)一仉(轰)8—26。(惫)3 c<。时，即当c>者囊时，有中(z)<。，从而皇字一6。z
2仉一一{<o(因r>o)，故当r>蓦矗时，在力+上有[百8(BP)一丛：导]h。，<。．又6。≤
。时必有c>蓦基，因此由Dulac定理知定理2得证．

定理3 当Ⅳ(1)一b。十6。一b：+r>0时，系统(2．i)从力+出发的一切解有界．

证明 只须证明对系统(2．1)从n+出发的任一解总可以构造一个包含初始点(z⋯Y)的
区域，使得系统的轨线穿过时都是由外向内，且区域之外不存在平衡点当Ⅳ(1)一b。上厅．一

h：+。>0时，由引理知37+>1，且系统(2．1)在n+有惟一平衡点尺：(1，一+)．构造区域如1'4I 2

所示，其中T一≥rllaX{z”，zo)，AB为直线：17一r一的一段；BC为直线y+．72一fe的一段；DC为

直线∥一点 1一∈Eo，1)的一段；c为直线BC与上一1的交点；当^取适当大时，可得医域

OABCDO就为所要求的区域．因为：在线段AB上，记L。三一z～z。一0则有

d百L,I_：。一面83：[L．：。一6。z^+阢zj一62rj+r—z^g(j，)一Ⅳ(z．)一z^耳(一)，

而由前面对函数Ⅳ(上)的分析知Ⅳ(z一)≤N(x+)=o，所吼有等I-，。<o，故L·一。为无切
线段，轨线均从L。一0的右侧穿向左侧．

在线段BC上，记L：三Y斗z一女一0，则

訾f，2。一(鲁+鲁)J～：。一Eb，y(T—1)+z(6。+6，z一6。一一g(y))+。]。。。一
r[乩(七一上)一g(k—z)]一岛正+s(b。+b。+61T一62T2)+f．

由假设lim型导一÷。。，则对M一63>o，存在X>o，使当^一，>X即走>T+X

时，有{墨掣>屯，即矗>T+x时有g(^一z)>以(矗一丁)．i,EIt=。≤m。a≤xx．{r(6c+“+
6·丁一岛一))，故只要选取点=n·ax{z一+x，旦；}，1+y。，l+y。)，便有等；k。<o，故t
一0为无切线段，轨线均从L：=0的上方穿向下方．

在线段DC上，记L。i Y—k+1—0，则箐i【‘：。一

；妄k一。一ba(女一1)(z一1)<o(因z∈Eo，1))，故L。一
0为元叨线段，轨线均从‘一0的上方穿向下方．

在线段oD上，记厶兰z三o，则警I，。。一d矗xi‘一
f1一LJ(钆+“2—6。z2 F(J))+c]I，。一f>0．

故^t一0为无四线段，轨线均从L。一0的左侧穿向右侧． 图2 区域方向

叉OA为系统(2．1)的积分直线，所以区域OABCDO

为所求的区域，系统(2．1)的轨线穿过该区域的方向如图2所示．又因此区域之外无其它平衡

点，故从D11出发的一切解有界．
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定理4 当f>max{b2—61一钆，6l一262

内全局稳定．

证明 由引理2知当N(1)一厅。+bt一

为稳定的焦(结)点，义由定理2，当r>蓦i时
从n+出发的一切解有界，故定理4得证．

嘉羹)时，系统(2．1)的平衡点Rz(1，y。)在力+

轧十f>0，且b。 2吼一(<0时，R，(1，y’)

系统(2．1)在n+上不存在闭轨，再由定理3得

定理4的生态学意义是：当c>max{b：一b。一仉，6， 2bz，石；奄}时，食饵种群与捕食种群
●I¨'

最终￡之期共存，稳定在R：(1，y’)上．

2．3 极限环的存在惟一性

定理5 如果N(1)一阮+b， 6：+C>0，且b．一2bz—c>0，则系统(2．1)在平衡点

N：(1，Y’)外围至少存在一个稳定的极限环．

证明 当Ⅳ(】)一如十b。一阮+f>0，且“一2b：一f>0时，由引理知系统(2．1)在

n+有惟一平衡点R：(1，_+)，且R：(1，∥。)为不稳定的焦

(结)点．因此可构造一环域使系统(2．1)的所有与环域边

界相交的轨线都在t增加时从环域的外部进入内部或者停

留在边界上，而环域内不含有奇点．环域的外边界可用类似

于定理3的办法构造，如图3，又由于Rz(1，_。)为不稳定的

焦(结)点，故其内边界构造的可能性是显然的，所以由

Poincare Bendixson环域定理“1知在平衡点R2(1，Y+)外围

至少存在一个稳定的极限环，

定理6 当Ⅳ(1)=b。+b。一吼～c>0，且b。 2b。

～t2>0时，系统(2．1)在平衡点心(1，y。)外围存在惟一

稳定的极限环，

证明

价的系统

fd“

d}

|dv

【d}

图3环域外边界构造

令 F(∞=6z“2一(6，一2b2)“+而cgt ，P。)一g(Y。e。)一g(y+)，^(“)一—警乇，
则系统(2．2)变为广义的Li6nard方程：

器一一F(“)一似w)，

1面dv圳儿
‘2·3’

因为“^(M)一≠笔>o，H(∞一『：^(5)ds一昧￡一玩ln(1+M)，显然H(“)在“>一1的l十“ J o
。 ～ 一⋯

任何有限子IX间内满足Lipschitz条件，且H(一1+。)一H(+oo)一十。。，又因为p(+o。)

一+oo，认一oo)一一g(Y‘)<0，妒(o)一o，∥o)一y+e’g¨y。e⋯)>0，且F≠0时．u妒(口)一

一，

∥
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口[箕(y’e“)～g(Y”)]>o，，1(o)=o，记，(“)=F‘(“)一2bz一(6·一2b2)+西—}万，则厂(“)
在“>一1上连续且f(0)一 (6， 2bz f)<0；

(；等)‘一再1矿1(1+“)2：2也∥(1+∞。+(既一2吼)扩+2(良一2bz—c)“+^一2b：
⋯c]，

令 C-(zt)一(疗l一2吼)“2+2(反 2b2～c)“+b1 2b2一f，因为

△一4(61—262一f)2—4(0l一2bz)(61—2b2一c)一一4c(6．一2b2 f)<0，

所以对一切“有(；(“)>o，从而{嚣筹J 7>。，于是由张芷芬惟一性定理。3及定理5知定理6成

立．

定理6的生态学意义是：在定理6的条件下，食饵种群与捕食种群最终会发生周期陛振

荡，达到相对的稳定．
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⋯一am一一⋯㈣一一⋯m§一⋯2A㈣一一一一一m一2i
人类有能力战胜传染性非典型肺炎

人类自古就与疾病进行斗争，从而形成了医学。疾病的发生与流行是经常出现的。据历史记载，世界性鼠

疫(Plague)大流行有3次，首次发生于6世纪东罗马帝国汝斯丁皇朝，医学史上称“游西弟安娜瘟疫”，在许多

国家持续流行50奈年．死亡近亿人；第二挺发生干14世纪，称“黑死病”，波及整个政、亚两洲度非洲北海岸，

欧洲死亡2500万人．几乎占当时欧洲总人口的1／d，东方各国死r j 300万人；第三次发生于I 9世纪研波及

32个国家。1 8世纪，天花(Smallpox)曾给人类带来了严重的囊难，数百万人致残、致死，仅欧洲就死亡50万

人，亚洲高速80万人。l 8、19世纪，流行性感冒(influenza)(简称流感)曾发生过7斑世界太流行，其中1918年

的走流行中·有2000万人死亡。自20世纪70年代以来，相继发生了30多种新的传染病．其中不少咀爆发流

行的面貌出现。有的病原体原来在动物间相互侍播与流行，由于某种原因转移了它们攻击的目标．开始感染

人类。例如，科学家在考证支滋病起源时发现，艾滋骟很可能起a-于非洲丛抹地区生活着的一种长尾猿猴。即

使在科技发达的夸矗，人类仍然面临各种传染痛的危胁，如霍乱、疟瘴、结核藕和史滋病等。2002年垒世界就

有900万人感染肺结核，死亡200多万人。截止2003年5月17日WHO报告，非典型肺炎(severe Acute

Respiratory Syndrome，简称“SARS”)仝世界600余人死亡，病死率为6％～10％。 (下转第59页)

  


