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摘要提出迭代线性最近点参数非均匀B样条曲线拟舍，该方法在求最近点这一步骤中作

了新的探索，减少丁计算量，提高了拟台速度．对该方法作了算法描述并在微机上将其实现

通过与其他同类算法相比较．表明该算法在数据点比较密集的情形高效快速．

关键词B样条曲线拟舍选代

中围法分类号TP391；01 82 H

Abstract To reduce calculation and raise fitting speed，a method for curve fitIing

of B—spline with asymmetry parameters at iterative liner closest point is presented．

The relevant algorithm is described and run successfully in the computer．

Compared to other algorithms，this method is more efficient and quick in curve

fittmg in the situation of dala denseness．

Key words B—spline，curve fitting，iteration

曲线拟合是从已测到的数据点集，通过某种方法求得一条最佳曲线．人们期望这条曲线能

够通过上述数据点集中的所有点．然而在许多情况下，要获得这样的“理想曲线”是非常凼难

的．通常，测得的数据点集元素都比较多，而用B样条曲线拟合这个点集时，人们都希望其拟

合曲线的控制顶点少一些，以便较容易控制该蓝线．这样在拟合过程中就会得到方程个数多于

求知数个数的所谓超限定线性方程组，这种方程组一般无精确解，只能通过最小二乘法求得其

近似‘”．

为了提高曲线对数据点的“逼近”精度，国内外有不少学者对此问题进行了研究．其中肖轶

军等人提出了一种提高逼近精度方法，并且对其有效性、稳定性进行了讨论．然而对其计算量

及速度没有考虑”J．

本文提出迭近线性最近点参数的非均匀三次B样条曲线拟合．这个方法在保证迭代拟台

的局部收敛的同时，计算量小，拟合速度快．
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J B样条曲线的最小二乘法反算拟合

1．1一般反算拟合⋯

从给定的一系列型值点(也称数据点)P。(z一0，l，⋯．”一^)(其中k是曲线次数，一般k一

3)，反求七次B样条曲线的控制顶点d。(z一0，1，⋯，“一女+2)．在这种情形下，由n 矗十1个

型值点只能确定”～矗+1个方程，而控制顶点，即方程组的未知数却有”一k+3个，这时需

补充两端点的“边界条件”，可得另外2个方程，和以上的"～五+】个方程联立，即可解出唯一

解集．这个解集就是B样条曲线的控制顶点集，由它生成的B样条曲线必经过型值点集尸，(z=

0，l，2．⋯，”一^)然而，在一般情况下．型值点的个数都比较庞大，而我们又不想要很多的控

制顶点．这样建立起来的方程组就会出现方程个数多于控制顶点的个数，这个方程组就是所

谓的超限定方程组，只能用最小二乘法求解．

1 2 最小二乘法反算拟合‘”

从测得的数据点集P。(i一0，1，⋯，，2一点，n一是+l，n一启+2，⋯，州)反求曲线的控制顶

点ti一0，1，2，⋯，n—k+2)(，z一^+2<?72)．首先对数据点集(i一0，】，2，⋯，m)参数化(参

数化方法有许多种，可视情况取其中一种)，得参数集f，(i=0，1，2，⋯，n+2)．于是得方程组

^I■-2

(P。(r．)=>：d。N⋯(f．)，(i一0，1，2·～，H十2)．用矩阵表示，则为：
J一0

P—Nd．

用最小二乘法解得d一{d．【i一0，1，3．⋯，"一^+2}．这个解仅是近似解，由它生成的拟

合曲线不能完全通过数据点集尸。(i一0，1，2，⋯，?72)．只是对该数据点集的逼近，而在均方误差

最小的意义上是最优解，即对应的拟合曲线是最佳逼近．

1 3 最近点迭代拟台“o

首先对所测得的数据点集参数化，建立一个线性方程组，通常是超限定方程组．用最小二

乘法解出渡方程组的近似解后，得出R样条曲线控制顶点集，然后在由该控制顶点集生成的B

样条曲线上，寻找和数据点集对应最近距离点，再由这些最近距离点的参数值，对数据点集重

新参数化，建立新的超定方程组井用最小二乘法求出新的控制点集．如此循环直至均方差达

到顶设的精度为止．

1．4线性最近点

通常求某数据点P，的最近点，是把该点的参数t，*-[￡⋯，z+]n等分(n>1，￡>o)，每一等

分点就是一个参数，对应一个曲线点．把这些曲线点逐个算出和P，的距离，最近者就是所谓的

最近点然而，在Et，。，f。]上，P。的最近点不一定在”等分点上，因而求得的所谓“最近点”只

是”个点中离P。最近的点，所以这个“最近点”实际上是“较近点”．

在数据点集比较密集的情况下，由于2个参数f．。及f⋯对应的2个B样条曲线点C-及Cz

距离很近，可以看成直线段．所以在曲线段C。C：上求出P。的最近点，就转化为在直线段C，Cz

上求P，的最近点，求得的最近点就是所谓的线性最近点．显然，求线性撮近点的计算量及速度

都优于在曲线上求最近点．

2 定理

定理1 设平面上一点V及一条线段AB．如图l所示，若在AB上取一个分点序列(不
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定是等分点)，构成一个有序点集力一{A，P：，P。

联线也构成一个有序集合，记为：”一{厶，厶，^

VP，(i一1，2，⋯，n一1)

，B)．相应地点y与点集力巾备点的

．L。1．其中L，一VA，L。一VB，L。一

今在集合”中从第一个元素起顺序逐个考察，求出≈中的最小值．若有

L≤L。(i=0，l，⋯，月一1)．
则 』．一rain{L。，厶。L：，⋯，L，ⅢL。)，(当i一月时，令L，+。一L。)。

证明

(】)设点V在线段一8上者V!若A黼警驯跏账黼嫦刖肌棚忆或么忿者 一 ，见图2． 么么』1 ∑、∑
这时，显然而<矿巧即，。<f。，但是，—VP—1<矿巧<L

A”’～ 9“8

<VB即，·<／z<⋯<fn，
图1 平面上一点F及直线段^占

所以l。=rain{f。，，H¨，z。，=min”．

2)若V∈(A．B)． L， ，I P B

①若V∈n，不妨设V—P，，这时显然有 图2-Jj了≮I石j五聂志一刮
VP，一0，即L。一0<L+l，且^。一rain”．

②若y告力，则点矿把疗一分为二，这两组的分点分在矿的两侧，设这两组中离t气r最近

的点分别为P，””P 1，注意到VA>yPl>⋯>VP。；V尸㈩<yP州<⋯<y月．即r。>／。>⋯

>}!及lm<cm<⋯<}，÷若i。≤lm显然南z：一rain n，若i!>z。l，这鼬详意副i。<

z⋯(，¨2<⋯<z。)有z州一rain”．若仍然记i+1为i，则z．=rain"．

3)若点V—日或点矿在AB延长线上靠近点B的一端．显然，。一f，。及，。一VB—min”．

(2)若点y在直线AB之外，这时设y在AB上的投影为∥．

1)若o7在靠近点A一侧的延长线上或∥一A，这时显然有矿A<V‘P、(即，。<，。，见图3j

但是V’P1<V’P：<⋯<V’B，(即Z，<f2<⋯<f。)，所以当r。<，。时，。一rain”．

2)若∥E(A，B)．

①若∥E门记∥一声。．于是有矿P。<yP⋯．即r，<，⋯

而实际上r。>，1>f；；，⋯<，．}。<⋯<z。．于是z。一rain”

②若”’在力，这时口‘把门一分为二，两组分在。-’的两侧

记这两组离u’最近的点分别为P。⋯P。．
注意到以V7>P】V’>⋯>只u’；P+】V 7<尸，+2V7<-

<丽．

1J 一，P B

图3点V侄线段AB之外

得，o>，l>⋯>f。，Z⋯<Zm<⋯<，，

若f．≤￡。显然有‘一rain F．

若z，>l。，这时注意到f⋯<zf+2(fM<⋯<z。)，于是有f一一rain”．如果仍然记i一

1为i，则有l，一rain”．

4)若点w’一B或点∥在AB延长线的B端上，显然，。=l。，叉因为AV7>，。V‘>P：V’>

·-·>By’，即lo>，1>⋯>f。，也就是，，，一nlin"．

综上所述，定理得证．
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定理2‘21 迭代最近点算法以均方距离为目标函数单调收敛于局部极小值．

由于最近点不易求得，我们提出一个与定理2相似的定理．

定理2
7

迭代较近点算法蛆均方距离为目标函数单调，收敛于局部极小值．

我们这里仅证明定理2‘，而定理2的证明完仝相同，

证明”1 设第i次迭代得的曲线为C’，记C。对于参数化了’‘的点集为C‘(了1。)数据点集

，』din][2]对应的较近点集为C。(r¨)．若记数据点集zyd!n][2]与C‘(了1‘)的均方差为一．与

(。(r“)的均方差为d7，．显然有

∥：≤口。 (*)

另一方面，当我们用参数化，，一1作第z+1次迭代后，得到的新曲线记为(1什1，而(y1对十

参数化丁H1的点集记为c一1(I⋯)，数据点集：cydIn][2]与p¨(71H1)的均方差记为O-．．。，于是

由晟小_二乘法的意义，必有

口⋯≤一。， (**)

结合l x)式及(**)式有4+1≤口。．

定理证毕．

在实际操作巾，定理2’比定理2可能更加有用，这是因为通常是将一小段曲线离散化成一

个点集后，再从中找出与点集外的一点V距离最近的点．然而点y到该曲线的最近点不一定

含在该小段曲线上，或者即使含在该小段曲线上，也不一定含在该小段曲线离散化后的点集

中故求得的最近点只能是“较近点”，然而有了定理作为保证，迭代较近点的过程是收敛的．只

婴迭代到一定的次数后，其结果可以达到预设的精度．

3迭代线性最近点算法

(1)开始：ii：一0；

(2)确定反求控制顶点的个数；

将数据点集zJd■][2]一{(r。，Y。)，⋯，(z⋯Y)}分成r组，每组不少于2个元素．这样每
组对应一段盐线，而该组的首末2个元素对应该段曲线的2个端点．而r段曲线对应r一点个

控制顶点(^是B样条曲线的次数，通常取女一3)．

(3)对分好组的数据点集zJd■][2]参数化．这一步要分2个小步：

1)先对各段的首末端点统一参数化(全局参数)；

2)再对每一段中的各点参数化(全局参数)．

(4)记参数化的参数集为To一{f：：J一0，2，⋯．r+2k)；

(j)将数据点集2yd■][2]和了1。结合，用待定系数法建立关于R样条基的线性方程组：

PⅢ一N“(，+I)·D(r+})x z．

其巾P。、：一，j，d■][2]．N是B样条基矩阵，D是控制顶点矩阵．该方程组一般是超限定方程

组．

(6)用最小二乘法解上述方程组，求出其近似解集合do；

t7)用d。与了1。一{t：：J一0，2，⋯，r+2盎)结合计算出对应各参数值l；的B样条曲线点集

xy。=(xy?lJ—l，2，⋯，n}并且计算数据点集z，d■][2]与xyo一{zy?I J—1．2，⋯，n}的均

方差“(因为超限空方程组仅有近似解．一般情况下“≠0．)

(8 3在数据点集xydEn][2]中，依次逐点取出，在由d。与To一{t；：j一0，2，⋯，r+2^)确
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定的B样条曲线P中找出与其距离“最近的点”，然后把所有的“最近点”的参数构成一个集合

了11一{￡}：J一0，2．⋯，r十2k}．

“最近点”，实际上是“较近点”．另一方面．对于点集z—d[n][2]中的某一点z∥d[z][2]，在

参数化T。一{r?：j一0，2，⋯，r上2k}巾对应的参数为r0+。，对应的曲线点为C。(fI。)．虽然点

rj—d[r]Is]与点c。(fI，)参数相同，可是不一定c。(，u-。)就是与zydEi][2]距离最近的点．这是

因为最小二乘法是对参数化T“一{￡：：』=0，2，⋯，r一2k}而言，方差最小，并不保证参数相同

的曲线点和数据点距离最小．换句话说，可以存在某一曲线点，其参数虽然和zyd[z]：2]的参

数不同，可是离zJd[z][2]更近．在这一步，是在参数区间[fI¨，￡I。+。]上，利用定理1加速求

出，州[2][2]在曲线段Co(tIH)c。(f。十⋯)上的线性“最近点”．

(9)T。：一了11；ii：一ii+1；

(1 0)考察f矾，一“。J<e是否成立，若成立，则结束．若不然，ii：⋯+1；然后返回第5
步继续执行．其中吒，d一，(ii 1≥0)是最后2个循环操作而得的方差，F是预设的闭值．

4 计算置分析及比较

(】)对于文献[2]算法，在区间■⋯f⋯]对应的曲线段上寻求某数据点上_d[I]：2]的最近

点时，需要对该区阃上的每一参数计算对应的B样条曲线点．而对于每 曲线点的计算，需要

调用一一次de boor算法，对于三次B样条曲线而言，de Boor算法“o要作7次除法，24次乘法．

(2)本文的算法在区间[f⋯，f⋯]对应的曲线段上寻求数据点的最近点时，计算每一参数

值对应的线性插值曲线点仅用2次乘法．

(3)对于一点的计算，旧新2种算法的计算量相差如此

之大，而在实际拟合计算中，需要对上千甚至上万个点作计

算．在这种情形下，本文算法的快速优势更加明显地体现

出来．

5算法实现与分析

本文在Matlab上编程实现了提出的算法．

从表1中可看出，随着迭代次数的增大，曲线逼近趋于

稳定．

图4是拟合结果图，其中，“．”组成的“曲线”是原始数据

点集，而曲线是三次非均匀B样条拟合曲

线

6结论

从以上分析可以看出，本文算法在数据

点比较密集的情形是高效率的，快速的．为了

更好地求得最佳逼近曲线，在工程中曲线拟

合问题大多都是处理庞大的密集数据点集，

本文算法为这类问题提供了一个快速的处理方法

表1 迭代次数与最后两次迭代的

均方差比较
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4 L)

50

0 0202

0．0163
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0 004l

0 t)004

其中州是迭代次数，lE． d一。l是

最后两次迭代的均方差之差的绝对

值．

图4三次非均匀B样条拟合曲线

J㈠二二』∞
ⅢⅢⅢmmⅢ㈣⋯㈨㈨
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情．怎样将PKI法制化、规范化，建立具有中国特色的PKI是我们的当务之急。在公钥算法的

选定上，国外已经开始选用安全系数较高的椭圆曲线数字签名算法ECDSA进行数字签名，而

国内仍然处于选用RSA或DSA的状况。因此，加强对ECC的研究，在现有理论和技术基础上

充分吸收国外先进经验，开发自己的算法、标准、体系，形成自主的创新的密码技术，以对付来

自国际社会的挑战。
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